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私は私は…

論 算• 理論計算機科学の研究をしています。

（実数と計算 位相空間と計算）（実数と計算，位相空間と計算）

• かつては、立体の幾何とも，模型作りとも，
縁遠いでした縁遠いでした。



きっかけはきっかけは，

泉 「• 東邦大学（当時）の竹内泉氏と共同発表(「フ
ラクタルおえかき--空間の0,1,⊥表現」、準周, , 表
期Tiling とその周辺, 於京都大学数理解析研
究所 H15 11/25)究所、H15 11/25) 

• シェルピンスキー四面体の計算的な話。

• 模型の射影を使った説明。



ノートルダム女子大学にてノートルダム女子大学にて

情• 情報に関する授業。

• シェルピンスキーガスケットの描画を例にシェルピンスキ ガスケットの描画を例に，
再帰手続きについて語る予定。重要だが，
プログラミングそのプログラミングその

ものの難しさと重な

り、説明しにくいと感

じていたじていた。

• シェルピンスキー四面体を使ったら….



シェルピンスキー四面体を使ったらシェルピンスキー四面体を使ったら



工作の授業工作の授業



ノートルダム女子大にて



Fractal University KYOTOFractal University KYOTO

京都大学総合博物館にて展示京都大学総合博物館にて展示
（２００５より）



当時の博物館展示当時の博物館展示



小学校での工作（橋本小学校 05)小学校での工作（橋本小学校, .05)



小学校での工作（南小倉小学校 05)小学校での工作（南小倉小学校, .05)

• 再帰的な構造

• ４進法のアドレス

• 裏から見たら逆配置裏から見たら逆配置



3方向の射影で正方形になる3方向の射影で正方形になる。

次近似• 正四面体 • ｎ次近似

数学的帰納法数学的帰納法

ジュニアキャンパス（中学
生対象で実践• １次近似 生対象で実践。

• シェルピンスキー四面体

近似（位相）的考察• ２次近似 近似（位相）的考察

大学の授業のネタ大学の授業のネタ



教育への応用のまとめ教育への応用のまとめ

極限概念 ある クタ よりも 有限 再• 極限概念であるフラクタルよりも，有限の再
帰的構造の方が，まず重要。

• 数学的帰納法。

• 同じことの繰り返しでできることを実感同じことの繰り返しでできることを実感。

• 立体図形の性質と組み合わせで面白い現象
が現れる 正四面体が正方形に見える驚きが現れる。正四面体が正方形に見える驚き。

• 小学校でもできる工作。

• フラクタル次元2次元という概念を直感的に理
解。解。



同じような立体フラクタルは
他にあるの？

フラクタル立体であって，

２次元 (相似次元)• ２次元 (相似次元).
• 1/k の比の，k2 個の縮小写像によって生
成される。それらは回転を含まない。

３つの直交する方向 の射影で• ３つの直交する方向への射影で
(立方体と同様に) 正方形になる。(立方体と同様に).正方形になる。

Imaginary CubeImaginary Cube



正四面体でなく 立方体から始める正四面体でなく，立方体から始める。

フラクタルは， IFS だけで決まり，どの形から開始
するかに依存しない。.
直交する３方向の射影で正方形になることから，そ
の射影で定まる立方体から始める。の射影で定まる立方体から始める。



３つの射影で正方形になるには？３つの射影で正方形になるには？

立方体から始めた１段目の近似が，３方向の射影で
正方形になればいい正方形になればいい。

個々の縮小写像が，立方体を，k×k×kに分けたk3

個の立方体からn2個を，３方向から見て全て重なら
ずに見えるように選べばよい。

k=2のとき，解は１つだけ。

Upper                  Lower



k=3 のときk=3 のとき

• ２つの配置がある:２つの配置がある:

F：

上段 中段 下段

G：

• どんな形のフラクタル?• どんな形のフラクタル?



写真入りのI cube写真入りのI-cube

次近似 立体• この２つの1次近似の立体。

• 6方向から見て、6個の写真が現れる。

• 型紙から、のりを使わずに、はめ込みだけで作れる。



F によりできるフラクタル(二次近似)F によりできるフラクタル(二次近似)

ここからも正方形に見えます（~_~)。



F が生成するフラクタル

FF

Square （6） Snowflake #1 （1）Dendrite #1 （3） Tiling #1（6）

Snowflake #2 （6）Dendrite #2 （3） Tiling #2（6）



G が生成するフラクタル

G：G：

Square （3） Triangle （1）Cantor Set #1 （3） Tiling #1（3）

Cantor Set #2 （3） Tiling #2（3）



重六角錘重六角錘

• シェルピンスキー四面体が 正四• シェルピンスキ 四面体が，正四
面体から作られたのと同じように，
Fのフラクタルに自然な凸多面体Fのフラクタルに自然な凸多面体
があるはず。

凸包• 凸包

• ９つの縮小写像の中心点の凸包

• 重六角錘

• ２つの六角錘（底辺２：高さ３の側２つの六角錘（底辺２：高さ３の側
面をもつ）を底面でくっつけたもの。

• ６方向に射影して正方形になる６方向に射影して正方形になる。



重六角錘フラクタル (一次近似)重六角錘フラクタル (一次近似)

• IFS を１回適用(1/3に縮小したもの９つからなる).
方向 射影 方形 なる• ６方向の射影で正方形になる.



重六角錘フラクタル(二次近似)重六角錘フラクタル(二次近似)

６方向の射影で正方形になる•６方向の射影で正方形になる。



反三角錐台（Triangular Antiprismoid）反三角錐台（Triangular Antiprismoid）
• Gが生成するフラクタルの凸包。Gが生成するフラクタルの凸包。

• 八面体。３方向からの射影で正方形になる。

• 三角柱の片方の面の頂点の回りを切ったもの三角柱の片方の面の頂点の回りを切ったもの。

• 三角柱と三角錘の共通部分。

• ３本の対角線は お互いに直交している• ３本の対角線は，お互いに直交している。

• 6 つの頂点は，ｘ，ｙ，ｚ-座標軸のそれぞれの正に１，負に２の点
にとったもの。にとったもの。



三角台柱フラクタル（一次近似）三角台柱フラクタル（一次近似）



三角台柱フラクタル三角台柱フラクタル



k=4 の時k=4 の時

36 種類の解 (k 2のシ ルピンスキ 四面体• 36 種類の解 (k=2のシェルピンスキー四面体
を含む)

• シェルピンスキー四面体以外には，連結なの
は１つだけ。



その凸包は？その凸包は？

• 立方八面体の変形

（２種類の正三角形 １：２の長方形）（２種類の正三角形，１：２の長方形）





k=4 の時のきれいな絵k=4 の時のきれいな絵

大Flower 大



k≧５k≧５

k ５の時には 3482 のフラクタルができる• k＝５の時には， 3482 のフラクタルができる。

• k に従い，爆発的に増える。

• どのk でも現れる，系統的なものはないか？

…

• k=3では 三角錘柱フラクタル (G)• k=3では，三角錘柱フラクタル (G).
• k を増やしていった極限は?



k ∞ の極限k ∞ の極限

Escher のような，繰り返し絵



重六角錘と三角台柱による3D タイリング重六角錘と三角台柱による3D タイリング

重 角錘 角台柱• 重六角錘 : 三角台柱 = １：4



積み木積み木



３種類の一次近似は互いに重ならない

F：

G：

G’：G ：

重六角錘と三角台柱フラクタルの１次近似（２方向）は 互い• 重六角錘と三角台柱フラクタルの１次近似（２方向）は，互い
に重ならない。

• ３つ重ねたときにできる隙間はどんな形?３つ重ねたときにできる隙間はどんな形?
• それらも三角台柱！



• 多面体が互いに接触する面上では同じ図形。多面体が互いに接触する面上では同じ図形。

• よって，隙間の空間は，座標軸上に頂点のある８面体。

• 各軸上の頂点は，片方が次の頂点なら，反対側は辺の中点。

• よって，この隙間は，三角台柱。

• これにより，重六角錘と三角台柱によるタイリングができる。

下段

これも三角台柱

下段

これも三角台柱。



立方格子と三角格子立方格子と三角格子
y

From x=y=z

x

立方格子を斜めに切ると，三角格子になる。
それらは 位置がずれて ３つおきに戻る

From x=y=z

それらは，位置がずれて，３つおきに戻る。
• 重六角錘 (F)の中心位置
• 三角台柱(G)の中心の位置• 三角台柱(G)の中心の位置
• 三角台柱 (G’)の中心の位置



ボロノイ・タイリングボロノイ・タイリング

立方格子を 軸 周り 度回転さ たも• 立方格子を， x=y=z の軸の周りに 60度回転させたも
のを考える。

立体格 和集合を る 点集合 対• 元の立体格子との和集合をとる。その点集合に対し，
ボロノイ図形を考える。

それが 重六角錘と 角台柱によるタイリ グ
y

• それが，重六角錘と三角台柱によるタイリング。.
y

xx



数独色づけ数独色づけ
• 重六角錘フラクタルの二次近似は，８１ピースからなり，正方

形に見える時に ９ ９のグリ ドをなす形に見える時に，９ｘ９のグリッドをなす。

• ピースの９色の色づけで，正方形に見えるどの方向から見て
も 各列 各行 各３x３ブロックに９色全てが現れるようにでも，各列，各行，各３x３ブロックに９色全てが現れるようにで

きる。そのような解は３０個（回転で一致するものを別個に数
えれば１４０個）ある。この展示立体の色づけは 対称性のえれば１４０個）ある。この展示立体の色づけは，対称性の
高いもの。 [H.T.,CGGT2007]



当初の展示：初 展
どこから見ていいか分かりにくい。



透明アクリルによるフレーム立体透明アクリルによるフレーム立体

• ３２面体面体

• １２個の正方形の面をもつ。

• 説明なしで、理解できる。説明なしで、理解できる。

Kyoto University Museum



Ｉｍａｇｉｎａｒｙ ＣｕｂｅＩｍａｇｉｎａｒｙ Ｃｕｂｅ

立方体と同じように立方体と同じように，

３つの直交する方向
から見て正方形に
見える立体。見 体。



極小凸Imaginary Cube極小凸Imaginary Cube

• 立方体を平面で切っていく。

• 3方向から正方形に見えるが、それ以上切っ3方向から正方形に見えるが、それ以上切っ
たらそう見えないという限界の立体がある。

そういう立体は何種類あるか？• そういう立体は何種類あるか？

• 正方形に見える方向から見て、正方形の切り正方形に見える方向から見て、正方形の切り
方が同じものは同一とする。

同じ 同じ 同じでない



極小凸Imaginary Cube極小凸Imaginary Cube

• 極小凸Imaginary Cube は、１５種類存在する。

• そのうちの一つは、対称面を持たない。そのうちの つは、対称面を持たない。

• よって、鏡像を区別したら、16種類存在する。

• 型紙公開中 http://www.i.h.kyoto-u.ac.jp/~tsuiki



16個の数え方16個の数え方

辺 上 頂点は 立方体 頂点と 辺上 場合がある• 辺の上の頂点は、立方体の頂点と、辺上の場合がある。

• 3方向から見て正方形に見えるとは、全ての辺の上に頂点が
あることと同値あることと同値。

辺上の頂点が２ あると 片方は削 てもI i C b• 辺上の頂点が２つあると、片方は削ってもImaginary Cube 
になる。

辺上の頂点は 辺上で動かしても同値な立体となる• 辺上の頂点は、辺上で動かしても同値な立体となる。

• 立方体の頂点にある、頂点を決めれば、Imaginary Cubeは
決まる決まる。

• ある立方体の頂点に対し、その頂点とその周りの３つの頂点
を選ぶことはできない。を選ぶことはできない。
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立方八面体 重六角錐

反三角錐台 反四角錐台



正四面体 反三角柱



箱に入れてみよう箱に入れてみよう



Imaginary Cubes オブジェクトImaginary Cubes オブジェクト



シェルピンスキー四面体、
そ 後その後



白稜中高等学校 春暉白稜中高等学校、春暉



白稜中高等学校、学園祭



シェルピンスキーの森（フラクタル日よけ）
環境学 究科 敏教授人間環境学研究科酒井敏教授

新風館 2008年8月新風館、2008年8月



東京未来館 ２００９年８月東京未来館，２００９年８月


