
シュレディンガー方程式の導入　（基礎物理化学Ａ、補助資料）

1. 量子化規則を天下り的に使う方法

まず 1次元で考える。全エネルギーは、運動エネルギーとポテンシャル
エネルギーの和として

1

2
mẋ2 + V (x) = E

運動量 p = mẋ を用いて

p2

2m
+ V (x) = E (1)

ここで、量子化の規則を導入する。

量子化の規則：　p→ h̄

i

d

dx

すなわち、運動量を微分演算子で置き換える。このとき、p2 → −h̄2 d
2

dx2

より、式 (1) は

− h̄2

2m

d2

dx2
+ V (x) = E

となるが、左辺は演算子なので、演算する対象がないと意味を成さない。
シュレディンガー方程式とは、この演算の対象を波動関数 ψ(x) としたも
ので、 (

− h̄2

2m

d2

dx2
+ V (x)

)
ψ(x) = Eψ(x)

と書かれる。左辺の括弧内は、全エネルギーを表す演算子で、ハミルト
ニアン演算子と呼ばれる。

Ĥ = − h̄2

2m

d2

dx2
+ V (x)

と書くことにすれば、シュレディンガー方程式は

Ĥψ(x) = Eψ(x)

である。3次元への拡張は単純で、

運動エネルギー =
m

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) =
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(p2
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z)
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に対応して、量子化規則は

px → h̄

i
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∂x
, py → h̄
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∂y
, pz →

h̄
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,

シュレディンガー方程式は
[
− h̄2

2m

(
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∂x2
+
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∂y2
+
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)
+ V (r)

]
ψ(r) = Eψ(r)

2. 波動方程式にドブロイの関係式を適用する方法

波長 λ の波を

ψ(x) = A sin

(
2πx

λ

)

と表すことにする。ただし、以下の議論は、上の代わりに

ψ(x) ∝ cos

(
2πx

λ

)
または ψ(x) ∝ exp

(
i
2πx

λ

)

などとしても変わらない。（要は、波長が λ である波を考えれば良い。）
二階微分をとると、

ψ′′(x) = −4π2

λ2
ψ(x)

ここで、

ドブロイの関係式：　λ =
h

p

（運動量 p の微視的粒子には、上式で表される波長の波=「物質波」が伴
うという主張）を代入し、h̄ = h/2π を用いると、

ψ′′(x) = −p
2

h̄2ψ(x)

さらに、エネルギー量の間の関係式
p2

2m
+ V (x) = E

を用いて p を消去すると、

ψ′′(x) = −2m

h̄2 (E − V (x))ψ(x)

これを並べ替えれば、シュレディンガー方程式
(
− h̄2

2m

d2

dx2
+ V (x)

)
ψ(x) = Eψ(x)

が得られる。
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