
Appendix

　角運動量の量子力学

＜軌道角運動量（Schrodinger表示）の定義＞

　　  hL = r × P = −ihr × ∇       　　　　　　　　　　　　  (A-1）
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        (A-2)

　水素原子の電子軌道波動関数φnl
m(r)に対して

　φnl
m(r) = ARnl (r )Yl

m(θ,φ) = ARnl (r )Pl
m(cosθ)e imφ                (A-3)

                            (m = −l,L, +l)
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                     (A-4)

　ここでL+ = Lx + iLy, L− = Lx − iLyを定義する
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　ただしL2 = Lx
2 + Ly

2 + Lz
2 =

L+L− + L−L+
2

+ LzLz               (A-6)

　が成立する

　また(A-2)式から
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                            (A-7)

　が成立する

　　より一般的な（スピン角運動量を含む）角運動量の定義

　
  
Jx ,Jy[ ] = ihJz, Jy, Jz[ ] = ihJx, Jz, Jx[ ] = ihJy                     (A-8)

　または

　  Jz , J+[ ] = hJ+ , Jz ,J−[ ] = −hJ− x, J+ ,J−[ ] = 2hJz                   (A-9)
　　　　（ただし J+ = Jx + iJy, J− = Jx − iJ y）
　(A-8)より Jx , J

2[ ] = Jy, J
2[ ] = Jz , J

2[ ] = 0                     (A-10)
　　　　（ただしJ2 = Jx

2 + Jy
2 + Jz

2
）が導ける

　　J2, Jzの固有状態 j, m を基底状態とすると



　　（jは整数または半整数、mは-j, -j+1, …, jのみが許される。
　　　詳しくは量力の教科書をみよ）

　  J
2 j,m = j( j +1)h2 j, m                                  (A-11-1)

　  Jz j,m = mh j, m                                       (A-11-2)
　  J± j, m = ( j mm)( j ± m +1)h j, m ±1                      (A-11-3)

　が成り立つ。逆に(A-11)が成り立っていれば(A-8)が成り立つ
　従って(a-11)を角運動量の定義とみなすことができる
j, m
は規格直交状態
　　　　 ′ j , ′ m j, m = δ j ′ j δm ′ m                             (A-12)

　（ Y ′ l 
′ m (θ,ϕ)Yl

m(θ,ϕ )∫ dς = δ l ′ l δm ′ m と同等）

　　習慣的にL：軌道角運動量、S：スピン角運動量、
　　　　J = L + S：全角運動量I：核スピン角運動量

＜エネルギー固有値＞

　例１：磁場中でのエネルギー

　　　　  H = −H ⋅µ = −γHzJz (H // z, µ = γJ)
　　　　    H j, m = −γHJz j, m = −γhmH j, m
　　　　 j, m は固有状態であり固有エネルギーは  −γhmH
　一般の  H の場合 j, m は必ずしも  H の固有状態ではない
　  H j, x = Ex j, x or (H − Ex) j, x = 0                    (A-13)
　を満たす固有値Ex、固有状態 j, x を求める

　 j, x = xm j, m
m=− j

j

∑                                       (A-14)

　とおき(A-13)式を満足する xm（同時にEx）を求める
　(A-19)を(A-17)に代入し左辺に j, ′ m を作用させる
　　　　（軌道角運動量の場合は  φl

′ m (r)*(H − Ex )φ l
m(r)dτ∫ = δ ′ m mと同じ）

　

  
j, ′ m H − E Σxm j, m = xm j, ′ m 

m = − j

j

∑ H − E j,m = 0           (A-15)

　　以下 jを省略
　 ′ m = − jに対し
　　

    − jH − j − E( )x− j + − j H − j +1 x− j+1 +L+ − j H j xj = 0
　 ′ m = − j +1に対し                                               (A-16)
　　

    − j +1H − j x− j + − j +1H − j +1 − E( )x− j+1 +L + − j +1H j x j = 0
　以下同じ

　　これは未知数  x− j ,L, xjに対する2 j + 1元一次方程式！
　これが解を持つためには
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= 0           (A-17)

　

　この Eについての2 j + 1次方程式を解くことにより
　固有値Ex（一般に2 j + 1個ある）が求まる
　例 2：  H = A(J+

2 + J−
2 )　　 j =1の場合

　　　　

  

J+
2 m = J+ ⋅ J+ m = (1− m)(2 + m)hJ+ m +1

= (1 −m)(2 +m) −m(3+ m)h2 m + 2
                 m=-1のときのみ≠ 0
　　　　つまり  J+

2 1, −1 = 2h2 1, 1
　　　　同様に  J−

2 1, 1 = 2h2 1, −1
　　　　従って(A-17)式は

　　　　

  

−E 0 2Ah2

0 −E 0
2Ah2 0 −E

= 0

　　　　　  −E
3 + 4EA2h4 = 0

　　　　　解　  E = 0, E = ±2Ah2



無機化学 I　レポート問題
（担当：吉村一良）　　　

１） 等価演算子を用いて次の関係を証明せよ．
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lxly − lylx = ihlz
lylz − lzly = ihlx
lzlx − lxlz = ihly

２）a）一般に，
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　　　を導け

　　b）水素原子の波動関数(n = 2, l =1, −1 ≤ m ≤ 1)について，
(A-5)式が成り立っていることを示せ．

　　　 ただし，　
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Jz j,m = mh j, m

J± j, m = ( j mm)( j ± m +1)h j, m ±1
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　　　より，  J
2 j,m = j( j +1)h2 j, m を導け．

４）ハミルトニアン  H = A Jz J+ + J−( ) + J+ + J−( )Jz[ ]について，
　　　 j =1に対する固有エネルギーを求めよ．

５）ハミルトニアン  H = B J+
2 + J−

2( )について，
　　　 j =

3
2
に対する固有エネルギーを求めよ．

６）ハミルトニアン
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について

　　　 j =
3
2
に対するエネルギー固有値をη（定数）を用いて求めよ．
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