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第 8 章

パウリ行列と2状態系

2状態系はもっとも簡単な量子系である. 光子の偏光状態, 電子や原子核のス

ピン状態 (J = 1/2), 共鳴光に対する原子の応答モデルとしての 2準位原子な

どが, 2状態系として扱うわれる. 簡単な系ではあるが, 量子系の本質の多くの

部分がすでにここに現れている.

キーワード: パウリ行列, 複合共振器, ラビ振動, ブロッホベクトル, スピノー

ル, ベリー位相

8.1 パウリ行列

2状態系に対するヒルベルト空間の次元は n = 2 であり, 演算子は 2 × 2 の

行列で表現される. 以下の 3つの 2× 2 行列をパウリ行列 (Pauli matrices) あ

るいは, パウリ演算子とよぶ;

σ̂1 =

(

0 1

1 0

)

, σ̂2 =

(

0 −i

i 0

)

, σ̂3 =

(

1 0

0 −1

)

. (8.1)

パウリ行列はいずれもエルミートである. (ユニタリでもある.) パウリ行列は

以下のような性質をもつ;

σ̂2
1 = σ̂2

2 = σ̂2
2 = 1̂, σ̂1σ̂2 = −σ̂2σ̂1 = iσ̂3,

σ̂2σ̂3 = −σ̂3σ̂2 = iσ̂1, σ̂3σ̂1 = −σ̂1σ̂3 = iσ̂2. (8.2)
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まとめて表すと,

σ̂iσ̂j = δij 1̂ + i

3
∑

k=1

ǫijkσ̂k. (8.3)

ǫijk はレビ・チビタ (Levi Civita) の記号である.

ǫijk =



















1 (i, j, kがサイクリックのとき)

−1 (i, j, kが反サイクリックのとき)

0 (その他の場合)

(8.4)

交換関係は

[σ̂i, σ̂j ] = 2i

3
∑

k=1

ǫijkσ̂k (8.5)

である∗1）.

3つの演算子を形式的に 3次元ベクトルとしてまとめたものを

σ̂ = σ̂1e1 + σ̂2e2 + σ̂3e3
.
= (σ̂1, σ̂2, σ̂3) (8.6)

のように表す. {ei} は 3次元実空間の正規直交基底である. このように, 演算

子がベクトルの成分になっているものをベクトル演算子とよぶ. 3次元空間の

別の基底 {e′
i} が

ei =
∑

j

e′
jRji (8.7)

であるとき, σ̂ = σ̂′
1e

′
1 + σ̂′

2e
′
2 + σ̂′

3e
′
3 における成分は

σ̂′
j =

∑

i

Rjiσ̂i (8.8)

のように変換されるものとする.

問題 8.1 σ̂′
iσ̂

′
j を求めよ.

問題 8.2 e1 = cos θe′
1−sin θe′

2, e2 = sin θe′
1+cos θe′

2 のとき, σ̂′
i (i = 1, 2, 3)

を具体的に求めよ.

問題 8.3 Tr σ̂i, det σ̂i を求めよ.

通常の数ベクトル a = a1e2 + a2e2 + a3e3
.
= (a1, a2, a3) との内積

σ̂a = a · σ̂ = a1σ̂1 + a2σ̂2 + a3σ̂3 (8.9)

*1） 積に関しては {1̂, σ1, σ2, σ3} が閉じている. 交換子に関しては, {σ1, σ2, σ3} が閉じて

いる.
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は (スカラー)演算子である.

美しい関係

σ̂aσ̂b = (a · σ̂)(b · σ̂) = (a · b)1̂ + i(a × b) · σ̂ (8.10)

を示すことはやさしい.

単位ベクトル u
.
= (u1, u2, u3) に対して, σ̂u = u · σ̂ を考える. 行列では

σ̂u

.
=

[

u3 u1 − iu2

u1 + iu2 −u3

]

(8.11)

と表され, 固有値は ±1 である. スペクトル分解は

σ̂u = (+1)
σu + 1̂

2
+ (−1)

σu − 1̂

−2
(8.12)

であることから, その指数演算子が

exp(iθσ̂u) = cos θ1̂ + i sin θσ̂u (8.13)

となることは容易に示せる.

2次元のエルミート行列の (実数としての)自由度は 4である. また,

Tr(σ̂iσ̂j) = 2δij , Tr(σ̂i1̂) = 0, Tr 1̂2 = 2 (8.14)

が成り立つ. (1̂, σ̂1, σ̂2, σ̂3) は 2次元エルミート演算子がつくる (4次元)実線

形空間∗2）における直交基底の役割を果たす. 基底ベクトルの長さはいずれも
√

2 である. 任意の 2次元エルミート演算子 Â は

Â = (a0/2)1̂ + (a1/2)σ̂1 + (a2/2)σ̂2 + (a3/2)σ̂3 (8.15)

のように基底で展開することができる. ただし, 展開係数は

a0 = Tr(Â1̂) = Tr Â, ai = Tr(Âσ̂i) (i = 1, 2, 3). (8.16)

トレースがゼロの行列に対しては a0 = 0 であり, (a1, a2, a3) に対応づけるこ

とができる.

8.2 複合共振回路と 2状態系のアナロジ

LC共振器 [図 8.1(a)] の電圧 v, 電流 i は次のような微分方程式

C
dv

dt
= i, L

di

dt
= −v (8.17)

を満たす. それぞれの式に v, i をかけて和をとると,

*2） Â1, Â2 が n 次元エルミート演算子, c1, c2 が実数のとき, c1Â1 + c2Â2 も n 次元エ

ルミート演算子である.
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図 8.1 (a) LC共振器. (b) 複合共振器

d

dt
U = 0, U =

1

2
(Cv2 + Li2)

D∼ J (8.18)

が得られる. これは共振回路に蓄えられるエネルギー U が時間的に保存するこ

とを意味する.

ここで, 正規化された複素変数

u =

√

C

2U
v + i

√

L

2U
i

D∼ 1 (8.19)

を導入する. その時間発展は

du

dt
= −iωu (8.20)

で与えられる. ただし, ω = 1/
√
LC とおいた. ここで, |u|2 が時間的に保存さ

れることに注意する. 両辺に ~ を形式的にかけてみると,

i~
du

dt
= (~ω)u (8.21)

のような, (1状態系の)シュレディンガー方程式に相当する式が得られる. 解は

いうまでもなく, u(t) = u(0)e−iωt である.

上の議論を結合共振器に拡張する. 2つの LC共振器が相互インダクタンス

M で結合されているとする [図 8.1(b)]:

C1
dv1
dt

= i1, L1
di1
dt

= −v1 −M
di2
dt

C2
dv2
dt

= i2, L2
di2
dt

= −v2 −M
di1
dt
. (8.22)

全エネルギーは

U =
1

2
(C1v

2
1 + L1i

2
1 + C2v

2
2 + L2i

2
2 + 2Mi1i2)

∼ 1

2
(C1v

2
1 + L1i

2
1 + C2v

2
2 + L2i

2
2) (8.23)

である. 結合項のエネルギーへの寄与は十分小さいと仮定した. (L1, L2 ≪ |M |
が成り立っていればよい.)
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1状態系の場合を参考に

uk =

√

Ck

2U
vk + i

√

Lk

2U
ik (k = 1, 2) (8.24)

という複素変数とともに, 結合がない場合 (M = 0) の各共振器の共振周波数

ωi = 1/
√
LiCi, ならびに, 結合係数 β = M/

√
L1L2 を導入する. エネルギー

保存より正規化条件 |u1|2 + |u2|2 = 1 が成り立つ.

運動方程式は

i
du1

dt
= ω1u1 + (α/2)u2

i
du2

dt
= ω2u2 + (α/2)u1 (8.25)

となる. ただし, |ω1 − ω2| ≪ (ω1 + ω2)/2 であるとして, α ∼ ω1β, α ∼ ω2β

とおいた. さらに, 以下の近似を行った. u1 は結合がない場合, −ω1 で振動す

る. 結合項には u2 だけでなく, u∗2 も現れる. 前者が −ω2 で振動するのに対し

て, 後者は +ω2 で振動する. 周波数の隔たりの大きい後者は殆ど影響を及ぼさ

ないので無視することができた.

パウリ行列を用いて書き直すと

i~
d

dt

[

u1

u2

]

= ~

(

ω1 + ω2

2
1̂ +

ω1 − ω2

2
σ̂3 +

α

2
σ̂1

)

[

u1

u2

]

(8.26)

が得られる. ~ を両辺にかけたのは量子系とのアナロジーのためである.

ここで, 右辺の第 1項を消すために, c1 = eiωtu1, c2 = eiωtu2 とおくと,

i~
d

dt

[

c1

c2

]

= ~

(ω0

2
σ̂3 +

α

2
σ̂1

)

[

c1

c2

]

(8.27)

が得られる. ただし, ω = (ω1 + ω2)/2, ω0 = ω1 − ω2 とおいた.

さらに, |ψ(t)〉 = c1(t)|1〉+c2(t)|2〉とおくと,運動方程式は i~(d/dt)|ψ(t)〉 =

Ĥ |ψ(t)〉 と表すことができ, ハミルトニアンに相当するものは

Ĥ = ~ω0
σ̂3

2
+ ~α

σ̂1

2
= ~Ω

σ̂u

2
(8.28)

となる. ここで, Ω =
√
ω2 + α2, σ̂u = cos θσ̂3 + sin θσ̂1, θ = tan−1(α/ω0),

u = sin θe1 + cos θe3.

時間発展演算子は

Û(t) = exp
Ĥt

i~
= exp

(

−iΩt
σ̂u

2

)

= 1̂ cos
Ωt

2
− iσ̂u sin

Ωt

2
(8.29)

となる. 成分表示すると,

Û(t)
.
=

[

cos(Ω/2)t− i cos θ sin(Ω/2)t −i sin θ sin(Ω/2)t

−i sin θ sin(Ω/2)t cos(Ω/2)t+ i cos θ sin(Ω/2)t

]

.

(8.30)
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θ = 0 の場合には,

Û(t)
.
=

[

e−i(ω0/2)t 0

0 ei(ω0/2)t

]

. (8.31)

これは結合がない場合 (α = 0) であって, 2つの共振器 (状態)が独立に振動し

ている状況を表している.

θ = π/2, つまり, これは 2つの共振器の共振周波数がちょうど等しい場合

には,

Û(t)
.
=

[

cos(α/2)t −i sin(α/2)t

−i sin(α/2)t cos(α/2)t

]

(8.32)

となる. 例えば, |ψ(0)〉 = |1〉 から出発すると,

|ψ(t)〉 = Û(t)|1〉 = cos
α

2
t |1〉 − i sin

α

2
t |2〉 (8.33)

のように, |ψ(π/α)〉 = |2〉 と変化し, さらに |ψ(2π/α)〉 = |1〉 と周期的に状態
が変化する. これはいわゆる, 連成振動とよばれるものである. 2状態系に対し

てはラビ振動と名称が使われる.

8.3 2状態系の一般論

2状態系の状態は基底を {|1〉, |2〉} とすると, ケット

|ψ(t)〉 = c1(t)|1〉 + c2(t)|2〉 (8.34)

で表される. 運動方程式は

i~
d

dt
|ψ〉 = Ĥ(t)|ψ〉 (8.35)

である. 保存則 |c1|2 + |c2|2 = 1 が成り立つ. ハミルトニアンは, パウリ行列を

用いて

Ĥ(t) = ~Ω(t) · σ̂

2
, Ω(t) =

3
∑

i=1

Ωi(t)ei = Ω(t)u (8.36)

と表すことができる. u = Ω/Ω, Ω = |Ω|. ハミルトニアンに含まれうるΩ01̂

は共通位相にしか影響は及ぼさず,エネルギーの基準を 2状態の平均にとれば,

除くことができる.

運動方程式を解くと, 時間発展演算子は

Û(t) = 1̂ cos
Ω

2
t− iσ̂u sin

Ω

2
t. (8.37)

これによって任意のハミルトニアン, 任意の初期条件に対する運動を計算する

ことが可能である.
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ところで, σ̂3 = (+1)|1〉〈1| + (−1)|2〉〈2| は, 2つの状態を識別する演算子で

あり, 状態 1に対して値 +1, 状態 2に対して値 −1 を与えている.

一方, σ̂1 = |1〉〈2| + |2〉〈1| は, 2つの状態を結合するエルミート演算子であ

る. σ̂2 = i(|1〉〈2| − |2〉〈1|) も同様である. 複合共振回路モデルでは σ̂1 のみが

現れたが, 結合の仕方を変えると, σ̂2 を導入することもできる.

ここで述べた演算子の役割は絶対的なものではなく流動的である. 2つの共

振器の対称モード |S〉 = (|1〉+ |2〉)/
√

2 と反対称モード |A〉 = (|1〉− |2〉)/
√

2

を基準に考える場合には, σ̂1 が状態識別の演算子, σ̂2, σ̂3 が結合の演算子とな

る. 2つの共振器の周波数が等しく (ω0 = 0), σ̂1 で結合している場合には, こ

のモード展開が自然なものとなる.

また, σ2 で結合している場合には, |+〉 = (|1〉+i|2〉)
√

2, |−〉 = (|1〉−i|2〉)
√

2

が基本モードとなり, σ2 が状態識別, σ3, σ1 が結合の演算子となる.

8.4 ブロッホベクトル

2状態系の状態は 2つの複素数 (自由度 4)で決定されるが, 正規化条件と共

通位相のため, 本質的な自由度は 2にすぎない. 実数で状態を特徴づけること

を試みよう. まず, 密度演算子 ρ̂ = |ψ〉〈ψ| を導入する. 具体的に成分で表すと,

ρ̂ = |c1|2|1〉〈1| + c1c
∗
2|1〉〈2| + c2c

∗
1|2〉〈1| + |c2|2|2〉〈2|

.
=

(

|c1|2 c1c
∗
2

c2c
∗
1 |c2|2

)

. (8.38)

パウリ行列を用いて

ρ̂ = s0
1̂

2
+ s1

σ̂1

2
+ s2

σ̂2

2
+ s3

σ̂3

2
(8.39)

とおくと, 各成分は

s0 = Tr ρ̂ = |c1|2 + |c2|2 = 1

s1 = Tr(ρ̂σ̂1) = c∗1c2 + c∗2c1

s2 = Tr(ρ̂σ̂2) = c1c
∗
2 − c2c

∗
1

s3 = Tr(ρ̂σ̂3) = |c1|2 − |c2|2 (8.40)

と表せる. 係数から作った空間ベクトル

s = s1e1 + s2e2 + s3e3 = Tr(ρ̂σ̂)
.
= (s1, s2, s3) (8.41)

をブロッホベクトルという.

|s|2 = 1 (8.42)
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であることに注意する. すなわち, 単位球面上の点が 2状態系の状態を表す. 球

面上の点は, 緯度 π/2 − θ, 経度 φ の 2つの実パラメータで表すことができる.

問題 8.4 球面上の主な点を 2状態系の状態に対応づけてみよ.

8.5 ブロッホベクトルの運動

まず, 密度演算子の運動方程式を求めよう. ケットに対する運動方程式は

i~
d

dt
|ψ〉 = Ĥ(t)|ψ〉 (8.43)

ここで Ĥ(t) はハミルトニアンで, 時間に依存しても構わない.

密度演算子に対する運動方程式は,

i~
d

dt
ρ̂ = [Ĥ(t), ρ̂] (8.44)

である [式 (7.36)]. パウリ演算子によってハミルトニアンを

Ĥ(t) =
3
∑

i=1

~Ωi(t)
σ̂i

2
, (8.45)

密度演算子を

ρ̂(t) =
1̂

2
+ s(t) · σ̂

2
=

1̂

2
+

3
∑

j=1

sj(t)
σ̂j

2
, (8.46)

と表すことにする. いずれもエルミートであることに注意する. 運動方程式

(8.44) の左辺は

i~
d

dt
ρ̂ = i~

(

d

dt
s(t)

)

· σ̂

2
(8.47)

右辺は

[Ĥ(t), ρ̂] =

3
∑

i=1

3
∑

j=1

~Ωi(t)sj(t)
[σ̂i, σ̂j ]

4
=

3
∑

i=1

3
∑

j=1

~Ωi(t)sj(t)

3
∑

k=1

iǫijk
σ̂k

2

= i~ (Ω(t) × s(t)) · σ̂

2
, (8.48)

である. 両辺を比較すると,

d

dt
s(t) = Ω(t) × s(t) (8.49)

を得る. (a · σ̂ = b · σ̂ なら a = b が成り立つことに注意する.) これは古典的

な歳差運動の方程式になっていることに注意する.
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Ω

s

s1 s2

s3

図 8.2 2 状態系の状態を表すブロッホ球面. イメージしやすい 3 次元実空間に幾

何学的に対応づけられることは, 大変好都合なことである. R.P. Feynman,

F.L Vernon, and R.W. Hellwarth, J. Appl. Phys. 28, 49 (1957).

遷移の向きと位相

ds3/dt > 0 の場合には, |c1|2 が増加し, |c2|2 が減少しているので, |2〉 から
|1〉 に向けての遷移が起こっていると考えられる. 式 (8.49)の第 3成分は

d

dt
s3 = Ω1s2 − Ω2s1 (8.50)

であるが, ここでは簡単のために, Ω1 > 0, Ω2 = 0 の場合を考えよう. ds3/dt

の正負は s2 = 2|c1||c2| sin(φ2 −φ1) の正負にしたがう. φ1, φ2 はそれぞれ c1,

c2 の位相である. 状態間の相対的な位相関係が遷移の方向を決めていることが

分かる.

遷移の向きが |c1|, |c2| の大小関係, すなわち s3 によって決まると考えがち

であるが, これは全くの誤解である. 位相の重要性をここで再認識したい.

問題 8.5 Ω2 > 0, Ω1 = 0 の場合を考えよ.

問題 8.6 遷移の向きを, ブロッホ球上の s の動きに対比させて考えよ.

8.6 2状態系の例

多くの系が 2状態系としてモデル化することができ, これまでの議論をあて

はめることができる. いくつかの例を説明する.

8.6.1 偏光

光子の偏光は, これまでも例として何度も登場している. 標準的な基底とし

ては, {|H〉, |V〉}, あるいは {|R〉, |L〉} がよく使われる.

偏光光学素子を通過させることで, 状態を変化させることができる. そのた

め, 時間発展よりも,空間的な偏光状態の変化を追いかける場合が多い. 偏光素
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BS1

BS2

PS

|a〉

|a〉|a〉

|b〉

|b〉

|b〉

図 8.3 マッハツェンダー干渉計.

子が空間発展演算子に対応する. 微分方程式で扱う場合でも左辺には d/dt で

はなく, d/dz (z は光軸方向) を用いる. たとえば, ファラデー媒質 (直線偏光

を回転させる) の作用を微分形, 積分形で表すと,

i
d

dz

[

cH

cV

]

= vσ̂1

[

cH

cV

]

,

[

cH(z)

cV(z)

]

=

[

cos vz − sin vz

sin vz cos vz

][

cH(0)

cV(0)

]

(8.51)

ただし, v は長さあたりの回転角である. また, 複屈折媒質では,

i
d

dz

[

cH

cV

]

= κσ̂3

[

cH

cV

]

,

[

cH(z)

cV(z)

]

=

[

exp(iκz) 0

0 exp(−iκz)

][

cH(0)

cV(0)

]

(8.52)

のような空間変化が実現できる. κ = ∆nk0, ∆n は屈折率差, k0 は真空中の波

数である.

偏光の状態は古典的な場合でも球面で表すことができる. これはポアンカレ

球と呼ばれている.

8.6.2 マッハツェンダー干渉計

マッハツェンダー干渉計における 2つの光路それぞれを単一光子の量子状態

だと考えることができる.

2つの経路に位相差 α をあたえる移相器の働きは

P̂ (α)
.
=

[

eiα/2 0

0 e−iα/2

]

(8.53)

と与えられる.

分波, 合波に用いられるビームスプリッタは 2つの状態間の遷移に対応する

ユニタリ変換をもたらす. たとえば, 分岐比が 50% のビームスプリッタの作用
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はユニタリ行列

B̂(β) =
1√
2

[

1 ieiβ

ie−iβ 1

]

(8.54)

で表される. β は入出力のポートの位相基準の選び方に依存するパラメータで

ある. 関係

B̂(β) = P̂ (β)B̂(0)P̂ (−β) (8.55)

が成り立つ. 良く使われる式は

B̂(0) =
1√
2

[

1 i

i 1

]

, B̂(π/2) =
1√
2

[

1 −1

1 1

]

. (8.56)

マッハツェンダー干渉計の作用は, (例えば B̂(0) を用いると,)

|ψ〉′ = B̂(0)P̂ (α)B̂(0)|ψ〉 (8.57)

で表される. 入力ポート |a〉 から入って, 出力ポート |b〉 に出る確率は

P (a→ b) = |〈b|B̂(0)P̂ (α)B̂(0)|a〉|2 =
1 + cosα

2
(8.58)

と計算できる. α を変化させると確率が 0と 1の間で振動する. 干渉縞である.

8.6.3 スピン 1/2粒子

電子や中性子のようにスピンの大きさが ~/2 の粒子は上向きスピン |↑〉, 下
向きスピン |↓〉 という内部自由度をもっている. 角運動量はベクトル演算子

Ŝ = (~/2)σ̂ で表される. {|↑〉, |↓〉} は, 任意に定めた量子化軸 (z軸) 方向の角

運動量成分 Ŝz = (~/2)σ̂3 の固有状態であり,

Ŝz|↑〉 = +(~/2)|↑〉, Ŝz|↓〉 = −(~/2)|↓〉 (8.59)

を満たす. 荷電粒子は角運動量に比例した磁気モーメント µ̂ = γŜ
D∼ Am2 を

持っているので, 磁場 B
D∼ Vs/m2 = T (テスラ) 中でのエネルギーは古典論

を用いて

Ĥ = −µ̂ · B = −γŜ · B = ~Ω · σ̂

2
(8.60)

となる. γ
D∼ 1/T s は磁気回転比とよばれる定数で, 電子の場合, g 因子 g ∼ 2

とボーア磁子 µB = e~/2me
D∼ Am2 を用いて, γ(~/2) = −gµB と表すことが

できる. また, Ω = −γB とおいた.
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磁気共鳴

静磁場 B0 = B0e3 と回転磁場B1(t) = B1(e1 cosωt+ e2 sinωt) を同時に

スピンに加えてみよう. トルクベクトルは,

Ω(t) = ω1(e1 cosωt+ e2 sinωt) + ω0e3 (8.61)

である. ω1 = −γB1, ω0 = −γB0. 3軸回りの回転を

R(θ) = e1e1 cos θ + e2e1 sin θ − e1e2 sin θ + e2e2 cos θ (8.62)

と表す. eiej は空間ベクトルに対する演算子で ek に作用させると, (ej · ek)ei

が作られる. 角速度 ω で回転する系から見ると, ベクトル s, Ω はそれぞれ,

s′ = R(−ωt)s, Ω′ = R(−ωt)Ω(t) = ω1e1 + ω0e3 (8.63)

と表せる. 運動方程式は

d

dt
s′ =

(

d

dt
R(−ωt)

)

s +R(−ωt) d

dt
s

= ωR(−ωt+ π/2)R(ωt)s′ +R(−ωt) (Ω × s)

= ωR(π/2)s′ + Ω′ × s′ = (−ωe3) × s′ + Ω′ × s′

= (Ω′ − ωe3) × s′ = Ωeff × s′ (8.64)

となる. ここで有効トルク (磁場)は

Ωeff = ω1e1 + (ω0 − ω)e3 (8.65)

となる. 回転磁場と同じ角周波数 ω で回転することによって, B1 が静磁場と

なるとともに, 回転軸に沿った静磁場 B0 は大きさが変化することが分かる.

ω を変化させることを考える. |ω − ω0| ≫ |ω1| の場合には, Ωeff は 3軸に

近いので, s′ は 3軸の回りを回転するだけで, s′3 (= s3) は殆んど変化しない.

つまり遷移は起こらない. それに対して, |ω − ω0| ≪ |ω1| の場合には, Ωeff は

赤道面に近い. このとき, s′ は Ωeff を中心に回転し, 北半球と南半球のあいだ

を往来する. 特に初期条件 s′(0) = ±e3 の場合には, 子午線に沿って大きく振

動する. すなわち, 遷移が効率的に生ずることになる. このように, ω が ω0 に

一致した場合に遷移が生じる現象を共鳴遷移と呼ぶ. とくに, スピンにおける

共鳴を磁気共鳴 (magnetic resonance) とよぶ.

回転磁場の代わりに振動磁場を利用することもできる.

B1(t) = B1e1 cosωt

=
B1

2
(e1 cosωt+ e2 sinωt) +

B1

2
(e1 cosωt− e2 sinωt)

(8.66)

と表すと, 2番目の項は逆回転をしており,共鳴条件から 2ω も離れているので
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無視して差し支えない. このような近似を回転波近似 (rotating-wave approx-

imation) という.

8.6.4 2準位原子

レーザのように単色性のよい電磁波と原子の相互作用を扱う場合, レーザに

共鳴している遷移の下準位と上準位だけを取り出して考えることができる. そ

れぞれを, |1〉, |2〉 とすれば, 原子系のハミルトニアンは

Ĥ0 = ~ω1|1〉〈1| + ~ω2|2〉〈2|

= ~
ω1 + ω2

2
1̂ + ~

ω0

2
σ̂3 (8.67)

と表すことができる. ω0 = ω1 − ω2 は準位のエネルギー差を ~ で割ったもの

である. 原子の位置におけるレーザの電場を

E(t) = E1e1 cosωt (8.68)

とおく. 原子と電場の相互作用を表す時間に依存するハミルトニアンは

Ĥ1(t) = −d̂ · E(t) (8.69)

とかける. d̂ = ex̂ は原子の電気双極子を表す演算子で,

d̂ = d|2〉〈1| + H.c., d = 〈2|d̂|1〉 (8.70)

と表せる. d を実になるように, |1〉, |2〉 の位相をとると, d̂ = dσ̂1 と表すこと

ができ,

Ĥ1(t) = −d1E1σ̂1 cosωt = ~ω1σ̂1 cosωt (8.71)

となり, 磁気共鳴の場合と同じ形になる.

8.7 2状態系の表現の比較

2状態系の状態は 2つの方法で表すことができる. すなわち, 状態ケット |ψ〉
と対応する密度演算子 ρ̂ = |ψ〉〈ψ| で表現することができる. 成分で表すと

(c1, c2) ∈ C
2, |c1|2 + |c2|2 = 1

(s1, s2, s3) ∈ R
3, s21 + s22 + s23 = 1 (8.72)

である. 前者から後者を求めるには式 (8.40)を用いればよい. 逆方向が,

c1 =
1√
2

s1 − is2√
1 − s3

, c2 =
1√
2

s1 + is2√
1 + s3

(8.73)

となることは容易に確かめられる. ただし, 共通位相因子 exp iφ(s1, s2) だけの
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不定性がある.

s は単位球面上の点に対応しているので, 2状態系の様子を幾何学的に考察で

きるので大変便利である. さらに, ハミルトニアン (やトレース 0のエルミート

演算子)も 3次元空間のベクトルで表すことができる.

極座標 (θ, ϕ) (0 ≤ θ ≤ π, −π < ϕ ≤ π) を用いて s の成分を表すことも可

能である.

s1 = sin θ cosϕ, s2 = sin θ sinϕ, s3 = cos θ, (8.74)

さらに, (c1, c2) を極座標で表すと,

c1 = cos
θ

2
e−iϕ/2, c2 = sin

θ

2
eiϕ/2 (8.75)

となる. やはり,位相因子 eiφ(θ,ϕ) の自由度がある.

とりあえず, 位相因子を 1 に固定する. ϕ = 0 として, θ を 0 から 2π まで

連続的に変化させてみると, 状態は (1, 0) から (−1, 0) に変化する. θ = π/2

に固定して, ϕ を 2π 変化させて場合にも状態は符号を変える.

パラメータを 4π 変化させると負号が打ち消して, 状態が元に戻る. これを状

態の 2価性あるいはスピノール (spinor)性という.

この状況はメビウスの輪によって幾何学的に表すことができる. 輪を一周す

ると, 元の点ではなく, その裏面に達するだけであり, さらに一周することで,

元の点に初めて戻れるという状況である.

2価性は共通位相に関するものであり, 通常の方法では検出できない. しか

し, 共通位相を重ね合わせ状態の相対位相に転嫁する方法があり,実際の測定も

行われている. 2価性は 2状態系が共通して持っている興味深い特徴である.

特に, 電子スピンなどの場合には, Ω が磁場ベクトル B に比例しているため

に, 上記の極座標が現実の 3次元空間のものに対応している. 2価性はスピン

1/2 を空間で 2π 回転すると符号を変えるという, 不可思議な効果として立ち

現れるのである. なお, 整数のスピンに関しては 2価性は現れない.

8.8 Berry位相

図 8.4 に示すような, 底空間のある点 ρ̂(0) ∈ P から出発して, 同じ点

ρ̂(T ) = ρ̂(0) に戻る運動を考えると, H においては, |ψ(T )〉 = e−iφ|ψ(0)〉
となっているはずである. Berry はこの位相差 φ が状態空間の幾何学を反映し

た興味深い性質をもっていることを見出し, 幾何学的位相 (geometrical phase,

topological phase) と名付けた. Berryの位相とも呼ばれるこの効果は,前述の

2π回転に伴う符号反転を特別な場合として含んでいる.

ある状態 |ψ〉 ∈ H, および対応する密度演算子 ρ̂ = |ψ〉〈ψ| ∈ P のハミルト
ニアン Ĥ による運動を考えよう. 一般に, Ĥ は時間に依存するものとする.
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φ
dφg

H

P
C

s

ρ̂(0)

ρ̂(T )

|ψ(0)〉

|ψ(T )〉

図 8.4 ベリー位相

φ φ′

dφ

0
0

s s′

ds

Ĥgdt
Ĥddt

図 8.5 系の変化に伴う位相の変化

まず, H に座標を導入する. ファイバーを指定するための P 上の座標を
s = (si), (i = 1, 2, . . . , 2n− 2) を導入する. また, 各ファイバー上の位相を表

す座標を φ とする. 正規化されたケットだけを考えるので,自由度は 2n− 1 で

ある. 座標 s で指定される底空間 P は線形空間ではないことに注意する.

|ψ〉 ↔ (s, φ), ρ̂↔ s (8.76)

という対応が成り立つ.

P̂ = ρ̂ = |ψ〉〈ψ|, Q̂ = 1̂ − P̂ とおくと,

Ĥ|ψ〉 = (P̂ + Q̂)Ĥ(P̂ + Q̂)|ψ〉 = (P̂ + Q̂)ĤP̂ |ψ〉

= (P̂ ĤP̂ + Q̂ĤP̂ )|ψ〉 (8.77)

が成り立つので, 運動方程式は

i~
d

dt
|ψ〉 = Ĥ|ψ〉 = (Ĥd + Ĥg)|ψ〉,

Ĥd = P̂ ĤP̂ , Ĥg = Q̂ĤP̂ (8.78)

と表すことができる. このうち, Ĥd は [Ĥd, ρ̂] = 0 を満たすので, ρ̂, すなわち

s を変化させることはなく, ファイバーに沿って位相だけが変化する運動を表

している. そして,
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i~
d

dt
|ψ〉
∣

∣

∣

∣

d

= Ĥd|ψ〉 = P̂ ĤP̂ |ψ〉 = 〈ψ|Ĥ |ψ〉|ψ〉 (8.79)

の解は |ψ(t)〉 = exp[−i〈ψ|Ĥ |ψ〉t/~]|ψ(0)〉 なので, ファイバー内での位相の変

化は

dφd = −dt〈ψ|Ĥ |ψ〉/~ (8.80)

と表すことができる.

一方, Ĥg はファイバーを渡る運動を表す. このことは, ρ̂ に対する運動方程式

i~
d

dt
ρ̂ = [Ĥ, ρ̂] = [Ĥg, ρ̂] (8.81)

から容易に理解できる. s の変化には, Ĥd の寄与はなく, Ĥg だけで決まる. 各

ファイバーには位相座標があらかじめ決められているので, Ĥg による s の微

小変化 ds = (si) に伴う, 位相の変化は

dφg =

2(n−1)
∑

i=1

Aidsi (8.82)

と表すことができる. (Hg の自由度は 2(n− 1) であることに注意する.) これ

を P 上の閉じた経路 C に沿って積分したもの

φg =

∮

C

2(n−1)
∑

i=1

Aidsi (8.83)

が求める位相である.

ds = (dsi), dr = (dri) によって作られる小さい平行四辺形 (中心が s)を周

回する場合の位相変化は

dφg,loop =

2(n−2)
∑

i=1

[

Ai

(

s − dr

2

)

dsi +Ai

(

s +
ds

2

)

dri

−Ai

(

s +
dr

2

)

dsi −Ai

(

s − ds

2

)

dri

]

=
∑

i<j

∑

j

∂Ai

∂sj
(dridsj − dsidrj)

=
∑

i<j

∑

j

(

∂Ai

∂sj
− ∂Aj

∂si

)

dridsj (8.84)

閉路 C が囲む面積 S を微小な四辺形に分割して, それぞれの位相への寄与を

合計することによって,

φg =

∫

C

∑

i<j

∑

(

∂Ai

∂sj
− ∂Aj

∂si

)

(dS)ij (8.85)

が得られる. (dS)ij は P 上の面要素の (i, j) 成分である. 2(n− 1) 次元にお

けるストークスの定理
∮

∂S
ω =

∫

S
dω を利用した.
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φg は経路 C のみで決まる値をとり, それを辿る動的過程の詳細には依らな

い. このことから, 幾何学的位相あるいは Berry位相と呼ばれている.

ファイバーごとの位相座標 φ の原点のとりかたを

φ→ φ+ Λ(s) (8.86)

のように変えるとき,

Ai → Ai +
∂Λ
∂si

(8.87)

のように変化する. 第 2項は勾配場なので, 周回積分を行うとゼロになるので,

φg には影響を与えない. このように位相の原点の取り方を変えることをゲージ

変換とよぶ.

n = 2 の場合を具体的に調べておこう. ブロッホ球面 P の座標として, (θ, ϕ)

をとる. 小さい四辺形に沿った幾何学的位相ずれを計算するのであるが,一般性を

失うことなく,ある時刻での状態を ρ̂0 = (1̂/2+ σ̂1/2) (赤道上)ととることがで

きる. ケットで表せば |ψ0〉 = (|1〉+|2〉)/
√

2である. Tr(σ̂2ρ̂0) = Tr(σ̂3ρ̂0) = 0

なので, σ̂2, σ̂3 はいずれも Ĥg に相当する運動を生成する. そこで, たとえば,

Û = eibσ̂3/2eiaσ̂2/2e−ibσ̂3/2e−iaσ̂2/2

∼ 1̂ + ab[σ̂2/2, σ̂3/2] = 1̂ + iabσ̂1/2 (8.88)

を考え, 状態 |ψ0〉 に作用させると, Û |ψ0〉 = (1+ iab/2)|ψ0〉 ∼ exp(iab/2)|ψ0〉
となり, 元の状態に戻り, 位相が ∆φ = ab/2 だけずれる. 一方, ab = ∆S =

∆θ∆φ は赤道近傍では経路で囲まれる小さい 4辺形の面積になっている. した

がって, 一般のブロッホ球面上の閉路の対する幾何学位相は, その囲む面積 S

を用いて φg = −S/2 と与えられる.

例えば, 子午線に沿って球面を周回する経路に対しては, 半球の面積 2π であ

ることから, φg = π となる. これは前の節で見たスピノール性に対応するもの

である. 大円 (測地線)に沿って 1周すると符号が変化し, さらに 1周すると完

全に元に戻るのである. ベリーの位相は大円以外の任意の閉じた経路に対して

定義されていることに注意する.

8.9 連続ユニタリ群と交換関係

n次元のユニタリー変換全体は群をなす. この群を U(n) と表す. Û1, Û2 ∈
U(n) に対し Û1Û2 ∈ U(n), Û−1

1 ∈ U(n) が成り立つ. 単位元は 1̂ である. 実

数としての自由度は n2 である.

ユニタリ性から det Û = ±1 であるが, 特に det Û = 1 のもの, つまり基底

の向きを変えないもの, は U(n) の部分群をつくる. これを SU(n) (特殊ユニ

タリ群) とよぶ.
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単位元に十分近いユニタリ変換は

Û1(ε) = 1̂ − iεX̂1 ∈ SU(2) (8.89)

と表すことができる∗3）. ユニタリ性

1̂ = [Û1(ε)]
†Û1(ε) ∼ 1̂ − iε(X̂1 − X̂†

1), (8.90)

から, X̂1 = X̂†
1 , すなわち, X1 はエルミートでなければならない.

dÛ1/da
∣

∣

∣

a=0
= iX̂1 であることに注意する. ここで,

Û1(t) = exp(−itX̂1), t ∈ R (8.91)

を定義する. Û1(t1)Û1(t2) = Û1(t1 + t2), [Û1(t)]
−1 = Û1(−t), 1̂ = Û1(0) な

ので, {Û1(t) | t ∈ R} は群をなす. これを 1パラメータ部分群とよび, X1 はそ

の生成子 (generator) とよばれる.

時間に依存しない量子系の時間発展は Ĥ/~ を生成子とする 1パラメータ部

分群で記述される.

X̂1, X̂2 で生成される独立な 2つの 1パラメータ部分群を考える. 生成子が

可換 [X̂1, X̂2] = 0 であれば, 2つの部分群の要素の積は exp[−i(t1X̂1 + t2X̂2)]

の形に書き直すことができ, 2のパラメータに依存する部分群をつくることがで

きる. X̂1, X̂2 の実数係数の任意の線形和は 1パラメータ群の生成子になって

いることに注意する.

X̂1, X̂2 が可換でない場合には,上の形で表せない, {Û2(−b)Û1(t)Û2(b) | t ∈
R} のような 1パラメータ群が含まれる. この生成子は

Û2(−b)X̂1Û2(b) → X̂1 − ib[X̂1, X̂2] (|b| ≪ 1) (8.92)

であり, X̂3 = −i[X̂1, X̂2] という独立なエルミート演算子を導入する必要がで

てくる. このように生成子の交換関係によって新しい生成子を作りだす操作を

繰り返してゆき, N -個の生成子が得られたとする: [X̂i, X̂j ] =
∑N

k=1 gijkX̂k

(i, j = 1, 2, · · · , N).

生成子の集まりを元の群に対応するリー環という. 線形空間の構造を持ち,交

換子に関して代数的に閉じている. リー環は連続群の単位元の近傍のみならず,

任意の元の近傍の様子を反映している.

この時点で自由度 N の部分群が得られたことになり, その 1̂ に近い要素は

Û = exp[−i(t1X̂1 + t2X̂2 + · · · + tN X̂N)] (8.93)

と表すことができる.

1̂ に近い 2つのユニタリ演算子

*3） 一般に Û = exp(−iaX̂) のとき, 演算子の対数関数を用いて X̂ = ia−1(log Û) を求め

ることができる.
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Ui = exp(−iX̂i) = 1̂ − iX̂i −
1

2
X̂2

1 + · · · (i = 1, 2) (8.94)

に対して, Û−1
2 Û−1

1 Û2Û1 の 1̂ からのずれを計算すると,

Û−1
2 Û−1

1 Û2Û1

∼
(

1̂ + iX̂2 −
1

2
X̂2

2

)(

1̂ + iX̂1 −
1

2
X̂2

1

)(

1̂ − iX̂2 −
1

2
X̂2

2

)(

1̂ − iX̂1 −
1

2
X̂2

1

)

= 1̂ + i(X̂2 + X̂1 − X̂2 − X̂1) − (X̂2X̂1 − X̂2
2 − X̂2X̂1 − X̂1X̂2 − X̂2

1 + X̂2X̂1)

− 1

2
(X̂2

2 + X̂2
1 + X̂2

2 + X̂2
1 )

= 1̂ + [X̂1, X̂2] (8.95)

となる.

{σ̂1, σ̂2, σ̂3} は SU(2) に対応するリー環 su(2) の基底である.

また, 3次元の実空間における回転は群をつくり, SO(3) とよばれる. x-軸ま

わりの回転とその生成子は

R̂1(θ1) =









1 0 0

0 cos θ1 sin θ1

0 − sin θ1 cos θ1









, Ĵ1 =









0 0 0

0 0 i

0 −i 0









(8.96)

である. 同様に, y-軸, z-軸まわりの回転とそれらの生成子 Ĵ2, Ĵ3 を導入する

と, [Ĵi, Ĵj ] = i
∑

k ǫijkĴk であることが確かめられる. このことから, SO(3) は

SU(2) と (局所的には)同じ構造を持っていることが分かる. 2状態系がブロッ

ホ球で表される根拠となる事実である.
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