
量子力学の基礎

北野正雄 (京都大学大学院工学研究科)

kitano@kuee.kyoto-u.ac.jp 2007 年 10 月 16 日

この内容は京都大学工学部電気電子工学科における授業「電気電子工学の

ための量子論」の補助的資料として準備されたものです. 個人使用以外の

目的で利用される場合には著者の許諾を得てください.

第 1 章

量子の発見

量子論は 20世紀冒頭に物理学の世界に登場した概念であるが, その発見の経

緯について簡単に見ておく. また, 量子論を特徴づける唯一の定数であるプラ

ンク定数 h についても, その重要性と予想外の波及効果に触れておく. プラン

ク定数の, 現時点でもっとも信頼できる値は, つぎのとおりである:∗1）

h = 6.626 068 96(33)× 10−34 Js

~ = h/2π = 1.054 571 628(53)× 10−34 Js

キーワード: プランク定数, 黒体輻射, 作用, 自然単位系

1.1 発見の経緯 — プランク定数

19世紀後半において, マクスウェルの電磁理論が確立され, 従来のニュート

ン力学を組み合わせることで,物理学は完成の域に達したと考えられていた. す

なわち, すべての物理現象が理論的に説明可能であり, さらに方程式を解くこと

によって予測可能な状態になったと信じられていた. しかし, 熱力学と電磁気学

を組み合わせて計算される空洞の比熱が無限大になったり, 黒体輻射のスペク

*1） 2006 CODATA 推奨値 (http://www.codata.org/). “( )” 内の数字は対応する末尾の

桁の不確かさを表している. x = 1.234(23) は x = 1.234 ± 0.023 を意味する.
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トルが, どうしても実験結果に合わないことが明らかになってきた. これは, 物

理学の上に覆いかぶさる暗雲ともいうべき深刻な問題であった.

このあたりの事情を見ておこう. 空洞共振器の体積あたり周波数あたりのモー

ド数は, 周波数 nu の関数として

D(ν) =
8π

c3
ν2 (1.1)

と表される∗2）. 共振器内の電磁場が外部とエネルギーをやりとりして, 温度

T の熱平衡状態にあると仮定すると, (偏光の自由度を考慮して)モードあたり

2 × kT/2 のエネルギーが分配されるので, 体積あたり周波数あたりのエネル

ギーは

Ecl(ν) = kTD(ν) =
8π

c3
ν2(kT ) (1.2)

となる. しかし, これは少し困った結果である. なぜなら, 周波数とともにエネ

ルギーが ν2 に比例して増加して発散してしまうからである. 実際の黒体輻射

のスペクトルはある程度高い周波数ではむしろ小さくなることが, 実測で知ら

れている. つまり, 高い周波数に対してはエネルギーが分配されない傾向にある

ということである. プランクは試行錯誤の結果, 式 (1.2)に代わるものとして,

Equ(ν) = Ecl(ν)F (ν, T ), F (ν, T ) =
hν

kT

1

ehν/kT − 1
(1.3)

という式を導いた. すなわち, 付加的な因子 F を付け加えると, 実験と, ぴたり

と合うことを発見した. 彼は, この経験式の意味をさらに追求した. そして, 各

モードがとりうるエネルギーの値が連続ではなく, ある値 ǫ の整数倍に限ると

仮定してみた. すると, 周波数 ν のモードのエネルギーの期待値は

〈E〉 =

∞
∑

n=0

nǫe−nǫ/kT

∞
∑

n=0

e−nǫ/kT

= ǫ
1

eǫ/kT − 1
=







kT (ǫ ≪ kT )

0 (kT ≪ ǫ)
(1.4)

となる. これは, e−ǫ/kT = r を公比とする等比級数の公式を用いると簡単に求

めることができる. ǫ = hν とし, 式 (1.2)の kT を ν ≪ kT/h における平均エ

ネルギーだと考えて, この式で置き換えると,

Equ(ν) = hν
1

ehν/kT − 1
D(ν) =

8π

c3
ν2 hν

ehν/kT − 1
(1.5)

*2） 周波数 νc に対応する波長を λc とする. νc 以下の周波数をもつ共振器モードでつ

くることのできる最も小さい空間的波束のサイズ (体積) は λ3
c. 共振器の体積を V と

すると, 互いに独立な, つまり重ならない波束の数は N(νc) ∼ V/λ3
c = V ν3

c/c3 であ

る. この数は νc 以下の周波数をもつ共振器モードの数に等しいと考えてよい. νc 付

近の周波数あたりのモード数はこれを νc で微分すれば求めることができる. すなわち,

D(νc) = (dN(νc)/dνc)/V ∼ c3/ν2
c . これは数因子を除いて式 (1.1) に等しい.
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が得られる.

古典的な公式からのずれを与える因子 F はモード周波数 ν と熱エネル

ギー kT の比 (無次元量) x = hν/kT に依存している. ここで導入された

係数 h は，(エネルギー) × (時間) の次元を持ち，その値は実験との比較によ

り h = 6.62 × 10−34 Js と定められた．これがプランク (Planck)定数である．

式 (1.5)と実験データとの見事な一致によって, 周波数 ν をもつ系のエネル

ギーは E = nǫ = nhν (n = 0, 1, 2, . . .) のように, 離散的な値しかとりえない

ということを認めざるを得なくなった．hν をエネルギー量子とよぶ．ν で振

動する光 (電磁波)は hν のエネルギーを単位に離散化されている可能性がある

という結論が得られた．これが光量子仮説である．

問題 1.1 各温度に対して, 黒体輻射のスペクトルが極大となる周波数をもとめ

よ. 波長に換算するとどうなるか.

その後, 光電効果やコンプトン効果の説明において,この考えの有効性が確認

された. すなわち, 角周波数 ω, 波数 k の光はエネルギー ~ω, 運動量 ~k をも

つ粒子とみなせる場面があるということである∗3）.

通常の単位系 (SI や cgs単位系) で表すと，プランク定数は非常に小さい数

値である. これは，日常，われわれが量子的な効果にほとんど気づかない原因

でもある．光の周波数 ν = 1014 Hz，アボガドロ定数 NA = 6.0 × 1023 /mol

を掛けてようやく NAhν = 1 kJ/mol という日常的な量に達する．

1.2 電子の波動性

光が量子であることを認めることによって,暗雲が少し晴れたわけであるが,

原子が発する光のスペクトルがとびとびであることや, その周波数を決める手

だてがないことが依然問題として残っていた. 発光スペクトルは, 原子内の電

子の運動によって決まっているはずであるが, これを古典的に解いても, 離散的

なスペクトルは出てこない. それどころか,電子は電磁波を放出しながら,エネ

ルギーを失って, ついには原子核に落下してしまうという, 現実にはありえない

状況を予言してしまう.

ところで,プランク定数は，古典力学における作用量 (action)とよばれる物理

量と同じ次元をもつ．作用量は (一般化)座標 q と運動量 p を用いて J =
∮

pdq

のように定義されるが，座標変換や断熱変化に対して不変であり，重要な量で

ある．角運動量も同じ次元をもつ．幾何学的には, (p, q)-平面の面積に対応す

*3） その後, 光電効果やコンプトン効果は光を量子化せずとも, 古典電磁場として考えても

説明がつくことが判明した. それでも, プランク定数の登場は新しい物理の存在を確信さ

せるものであった. すなわち, 物質を量子論で, 電磁場を古典論で記述する半古典理論で

大半の現象が説明できる. 電磁場の量子化の効果が顕在化する場面は意外に少ない.

pk.tex,v, v. 1.6 (2007/10/16) c©2007, Masao Kitano 1.2 電子の波動性 3



るものである．このことから, プランク自身は h のことを作用量子と名付けて

いた.

したがって, 電子の状態や運動に対する理解も, 光の場合と同じくプランク定

数に関連した本質的な変更が必要であると考えられるようになった.

原子内の電子は周期的な運動をしている. 簡単のために 1次元の周期運動 (q1,

q2 間) を考える. 作用量は

J(E) =

∫ q2

q1

pE(q)dq +

∫ q1

q2

[−pE(q)]dq =

∮

pE(q)dq (1.6)

と表すことができる. ただし, pE(q) =
√

2m(E − V (q)) である. E は全エネ

ルギー, V (q) はポテンシャルエネルギーである.

量子化条件として

J(En) = nh, (n = 1, 2, . . .) (1.7)

を課して, エネルギー En を持つ運動だけが許されるとする. これによって, 離

散化されたエネルギー準位という概念が導入される. さらに, 系が n 番目の準

位にある場合に,

ν = (En − En′)/h, (n > n′) (1.8)

のような周波数の光を放射して, n′ 番目の準位に移動すると考えると, 実験結

果とよく一致することが分かってきた. つまり, 原子のエネルギーが減少して,

その分が光子のエネルギー hν として放出されるという考え方である. n = 1

が下限であることから, 原子の崩壊も回避できている.

量子化条件の意味を考えてみる. 電子の代わりに光が周期運動をしている場

合を考える. z = z1, z2 に鏡があり, その間の空間の屈折率が n(z) であるとす

る. この共振器の共振条件は

φ(ωm) =

∫ z2

z1

k(z)dz + φref2 +

∫ z1

z2

[−k(z)]dz + φref1 = 2πm (1.9)

である. ただし, k(z) = ωn(z)/c, m は整数. φref1, φref2 は鏡の反射に伴う位

相変化でそれぞれ π と考えておけばよい. φ(ωm) = 2πm を満たす角周波数の

光だけが共振器に蓄えられる.

この類似性から, 原子の中の電子が波として振舞っていると考えられるよう

になってきた. 電子を表す波については, J/~ が位相, p/~ が波数, E/~ が周波

数に対応することが明らかになってきた.

ただし, k と ω の関係 (分散関係) は両者でかなり異なっており, 光の場合が

k = n(z)ω/c であるのに対して, 電子の場合は,

k =
p

~
=

1

~

√

2m(E − V (q)) =
1

c

√

mc2

~

E − V (q)

~

=
1

c

√

ωc(ω − ωV (q)) (1.10)
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波動 粒子

角周波数 ω エネルギー E = ~ω

波数 k 運動量 p = ~k

位相 φ 作用 J = ~φ

表 1.1 波動と粒子の対応

とやや複雑なものになっている. ただし, ωc = mc2/~ はコンプトン周波数,

ωV = V/~ はポテンシャルエネルギーを周波数に換算したものである.

問題 1.2 V (q) = kq2 の場合の作用をエネルギー E の関数として求めよ. そ

れが, (p, q) 平面において閉じた軌道が囲む面積に等しいことを示せ.

1.3 波動性と粒子性の橋渡

プランク定数は，粒子と波動の橋渡をする量である (表 1.3). 運動量と波数

の関係 p = ~k，エネルギーと角周波数の関係 E = ~ω において左辺は粒子に

付随する量，右辺は波動に関する量になっている．粒子的な式 J = p · x− Et

は波動的な式 φ = J/~ = k · x − ωt に書き換えることができる．

また粒子の質量 m に対しては mc2 = ~ωc を用いて，m = ~(ωc/c2) =

~(kc/c) = ~µ のように波動的対応物 µ を考えることができる．ωc = ckc は

コンプトン角周波数と呼ばれる量である．µ の次元は，(長さ)−2 × (時間) で

あり, 分散関係の曲率の逆数に対応している．この量を用いるとシュレディン

ガー方程式が波動的な量のみで表されることになり ~ が消去される∗4）．

1.4 プランク長さ — 最小の長さ

プランクはプランク定数 ~，光速 c，重力定数 G の組み合わせで, lp, tp, mp

という, ぞれぞれ, 長さ，時間，質量の次元をもつ定数を構成できることに気づ

いた．すなわち, 次元を考慮して,

~ = l2pmpt
−1
p , c = lpt−1

p , G = l3pm
−1
p t−2

p (1.11)

とおき, これらを逆に解くことで,

*4） 方程式に ~が現れるのは, 粒子的な量と波動的な量が混在しているためである. シュレ

ディンガー方程式は本来的には波動的な式であるが, そこに質量 m という粒子的な量が

含まれるために, ~が登場している. これを波動量 µ で置き換えると, ~は消えてしまう.

実は, シュレディンガー方程式はマクスウェル方程式に対応するものであり, 古典的な場

の方程式と考えるべきものである.
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量子ゆらぎ — コンプトン長さ 事象の地平 — シュワルツシルト半径

質量

2lp

mp

図 1.1 素粒子の質量 m の大きいもの考えると, その量子ゆらぎによるサイズ（コン

プトン長さ）より, ブラックホールの事象の地平 (シュワルツシルト半径) が

大きくなる. このようなものは存在しそうにないので, 質量には上限がある.

それに伴って, 長さや時間には下限が存在することが予想される.

lp =
√

G~/c3 ∼ 1.6 × 10−35 m,

tp =
√

G~/c5 ∼ 5.4 × 10−44 s,

mp =
√

~c/G ∼ 2.2 × 10−8 kg (1.12)

を得た. それぞれプランク長さ，プランク時間，プランク質量とよばれる量で

ある. これらは，自然が定義した単位と見なすことができる．われわれが日常

使っている単位は, 人間が勝手に決めたものであり, その大きさに物理的な必然

性はない. そのために, 長さひとつをとってみても, メートル, ヤード, 尺など,

多数の単位が存在する. それに対して, プランク長さは自然に内包される量であ

り, 自然を構築している素材の典型的な大きさを与えていると考えられる. こ

のような量によって構成される単位系を「自然単位系」とよぶ.

これらの定数の物理的な意味を見ておこう. 粒子の質量 m を調節可能なパ

ラメータと考える (図 1.1)．

粒子の位置のゆらぎ ∆x と, 運動量のゆらぎ ∆p の間には不確定関係

∆x∆p ≥ ~/2 (1.13)

が成り立っている. 質量 m の粒子の運動量の上限は mc なので,

∆x ≥
~

2mc
=

λc

4π
(1.14)

となる. λc = h/mc はコンプトン波長とよばれ, 質量 m の粒子の大きさに対

応する. (コンプトン波長に相当する光子のエネルギーは, その粒子の静止質量

に等しい. つまり, hc/λc = mc2 が成り立つ.)

質量 m の天体を考える. 質量 µ の小物体が中心から r の点で接線方向に速

度 v で運動しているとする.
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µv2

r
> G

µm

r2
(1.15)

が成り立てば, 物体は天体から離脱することができる. 速度の上限は c なので,

離脱可能な最小半径は

r >
Gm

c2
= LS (1.16)

と決まる. これはシュワルツシルト (Schwartzchild)半径と呼ばれる量であり,

質量 m に対するブラックホールの大きさを与えている. （地球の質量に対する

シュワルツシルト半径は 1 cm 程度のものなので, 我々は安心して生活している

のである. 密度が高い物質でできている天体ではシュワルツシルト半径がその

半径を上回り, 事象の地平となり, 外界と切り離されてしまうのである.

シュワルツシルト半径は，素粒子程度の質量に対しては非常に小さいもので

ある．それでも,粒子の質量をどんどん大きくしてゆくと，減少するコンプトン

波長と増大するシュワルツシルト半径がついに交わるようになる (図 1.1)．交

点は，

~

mpc
= Gmp/c2 (1.17)

で決まるが，これがプランク質量

mp =

√

~c

G
(1.18)

を与える. (数因子は無視した.) この質量より重い粒子を考えると，ブラック

ホールの大きさ (事象の地平)が量子ゆらぎによる粒子の大きさ (コンプトン波

長)より大きいため，粒子としての存在が疑わしくなる．したがって，素粒子

の質量には上限があるということであり，それに伴って，長さや時間にも下限

が設定されている．これがプランク長さ lp = ~/mpc = Gmp/c2 とプランク

時間 tp = lp/c である.

これらは量子論を遥かに超える議論であるが, プランク定数の導入は単に物理

的なパラメータが 1つ増えたという以上の深い含意があることを紹介しておく.
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