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第12章 時間依存の量子力学

この章では、時間に依存する量子力学を概観する。主目的の一つは、フェル
ミの黄金則を導くことにある。これは、「黄金則」の名の示す通り、多くの問題
に適用可能な一般性の高いもので、中でも分子分光法と非断熱電子遷移への応
用が化学では特に重要である。これらの応用については、第 13章で議論する。

12.1 一般論
ハミルトニアンが、時間に依存しない非摂動部分H0と時間に依存する摂動部

分 V (q, t)からなるような系を考える。

H = H0 + V (q, t)

例えば、第 2章で扱ったような分子ハミルトニアン (2.1)をH0とし、分子と光
との相互作用を V (q, t)とするのが典型的な状況であろう。その場合には、座標
qは分子系の電子と核の両者を表すことになる。あるいは、電子ハミルトニアン
HeをH0と見なし、非断熱結合または透熱表示であればハミルトニアンの非対
角項を V と見なしてもよいだろう (第 2章参照)。本章で議論する一般的な枠組
みは、問題に応じて適切な解釈や近似を考えることで、他の状況にも広く適用
可能である。
まず、H0に関する時間に依存しないシュレディンガー方程式

H0φn(q) = Enφn(q)

は、(形式的にであれ)解かれていて、定常状態の解は

φn(q)e−iEnt/h̄ (12.1)

であるとする。我々の目的は、摂動を受けたハミルトニアンH の下で時間に依
存するシュレディンガー方程式

ih̄
∂

∂t
ψ(q, t) = Hψ(q, t) (12.2)

の解を見出すことである。このために、目的の波動関数 ψ(q, t)を、規格直交完
全系である非摂動解の組 {φn}で展開する。

ψ(q, t) =
∑
m

cm(t)φm(q)e−iEmt/h̄
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これを式 (12.2)に代入し、φ∗
nを掛け、座標 qについて積分する。その際に、規

格直交条件 〈φn|φm〉 = δnm を用いれば、

d

dt
cn(t) = − i

h̄

∑
m

eiωnmtVnm(t)cm(t) (12.3)

を得る。ただし、

Vnm(t) =
∫

φn(q)∗V (q, t)φm(q)dq = 〈n|V (t)|m〉

および
ωnm = (En − Em)/h̄

である。

例：二準位系

簡単な例について調べるのは有益なことが多い。H0の固有状態が φ1と φ2の
二つだけであるような二準位系を考えるとすると、式 (12.3)は

d

dt

[
c1(t)
c2(t)

]
= − i

h̄

[
V11(t) e−iω12tV12(t)
e+iω12tV21(t) V22(t)

] [
c1(t)
c2(t)

]
(12.4)

となる。ここで、さらに次の仮定を導入し、問題を簡単化する。

1. V11 = V22 = 0
すなわち、V は状態 φnそのものには影響せず、異なる状態の間の相互作
用のみを表すとする。実際、光と分子の相互作用について双極子近似を用
いれば、このことは対称性から容易に示すことが出来る。

2. V12(t) = V21(t)は定数 vとする。

3. ω12 = 0 (あるいは E1 = E2)とする。

最後の二つの仮定により、二つの状態のエネルギーが等しく、一定の結合エネル
ギー vで相互作用している系、すなわち共鳴条件にある二準位系を扱っている
ことになる。
一方、代りに次のような仮定を置くことも出来る。

V12(t) = ve+iωLt = V21(t)∗, ω12 = ωL (12.5)

この場合には、光子エネルギー h̄ωLがエネルギー差E1 − E2と一致し、光子エ
ネルギーによるかさ上げによって共鳴条件が得られる。
いずれの場合も、結果は次のようになる。

d

dt
c1 = − iv

h̄
c2,

d

dt
c2 = − iv

h̄
c1 (12.6)
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この微分方程式は容易に解ける。初期条件を c1(0) = 1および c2(0) = 0とする
と、解は

c1(t) = cos(vt/h̄), c2(t) = i sin(vt/h̄) (12.7)

となる。よって、c1(t)と c2(t)は交互に入れ替わりながら振動する。これは、二
状態間の共鳴を表す。振動の周期は相互作用 vの逆数に比例するので、相互作
用 vが大きいほど速く振動する。

練習問題： 式 (12.6)の和と差から、

c1 + c2 = e−ivt/h̄, c1 − c2 = e+ivt/h̄

を示し、式 (12.7)を導け。

12.2 摂動展開
ここで、式 (12.3)の一般形に戻ると、これは式 (12.4)と同様に行列形式で書

けることが分かる。
d

dt
c(t) = − i

h̄
W(t) · c(t) (12.8)

ただし、行列Wの要素は [W(t)]nm = eiωnmtVnm(t)で与えられる。形式的に積
分すると、次式を得る。

c(t) = c(0) − i

h̄

∫ t

0
dτW(τ) · c(τ) (12.9)

ただし、右辺が未知変数 c(τ)を含んでいるので、これでは問題を解いたことに
なっていない。しかしながら、右辺全体を積分中の c(τ)に代入してみると、

c(t) = c(0) − i

h̄

∫ t

0
dτW(τ) ·

{
c(0) − i

h̄

∫ τ

0
dτ ′W(τ ′) · c(τ ′)

}

= c(0) − i

h̄

∫ t

0
dτW(τ) · c(0) +

(
−i

h̄

)2 ∫ t

0
dτ

∫ τ

0
dτ ′W(τ) · W(τ ′) · c(τ ′)

(12.10)

となる。同様な操作を繰り返すことにより、無限級数の形で解を逐次的に書き下
すことが出来る。

c(t) = c(0)− i

h̄

∫ t

0
W(τ) · c(0)dτ +

(
−i

h̄

)2 ∫ t

0
dτ

∫ τ

0
dτ ′W(τ) ·W(τ ′) · c(0)

+
(
−i

h̄

)3 ∫ t

0
dτ

∫ τ

0
dτ ′

∫ τ ′

0
dτ ′′W(τ) · W(τ ′) · W(τ ′′) · c(0) + · · · (12.11)
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12.3 一次摂動
式 (12.11)の 1次の項のみを取り、高次の項を無視する近似が妥当となる程度

に、相互作用 V が弱いと見なせる場合を考える。

c(1)(t) = c(0) − i

h̄

∫ t

0
dτW(τ) · c(0) (12.12)

ここで、左辺の上付添字の (1)は、近似の次数を表す。
時刻 t = 0に、系はm番目の状態 |m〉にあったとしよう。すなわち、cj(0) =

δjm)とする。t > 0では、相互作用 V により、他の状態、例えば n 6= mとして
|n〉への遷移が引き起こされる。その遷移振幅は、式 (12.12)によれば

c(1)
n (t) = δnm − i

h̄

∫ t

0
dτ

∑
j

Wnj(τ)cj(0) = − i

h̄

∫ t

0
dτWnm(τ) (12.13)

となる。したがって、状態 |m〉から |n〉への遷移確率は、

P (1)
n←m(t) = |c(1)

n (t)|2 =
1
h̄2

∣∣∣∣∫ t

0
dτVnm(τ)eiωnmτ

∣∣∣∣2 (12.14)

となる。
さらに、相互作用 Vnmは時間に依存しない定数であると仮定する。すなわち、

時間に依存しない摂動を時刻 t = 0にかけ始め、そのまま保つような状況を考え
る。初期にはH0の下で非摂動定常状態に分布していた系は、相互作用 V によ
り遷移が引き起こされ混合し始める。相互作用 V が時間に依存しない場合には、
式 (12.14)は容易に積分できて、

P (1)
n←m(t) = |Vnm|2 sin2(ωnmt/2)

(h̄ωnm/2)2
(12.15)

となる。初期状態 |m〉を与えれば、P
(1)
n←m(t)はEnの関数と見なせる。これは、

En = Em を中心として、幅 ∼ 2πh̄/t、高さ ∼ (t/h̄)2 の鋭いピークを持つ。
En = Emにピークを持つということは、エネルギー保存が成立するときに遷移
確率が大きいことを意味する。ピークの幅が 1/tに比例するので、この関数の幅
は tが小さい領域で大きい。すなわち、短時間領域ではエネルギー保存の要請が
緩和される。このことは、エネルギーと時間の間の不確定性関係と見なすこと
が出来る。

12.3.1 周期的な摂動

前節では、相互作用 V は時間に依存しないと仮定した。これは、例えば分子
系に静電場を加える場合に相当する。その他に、分子系の内的な原因、例えば



12.4. 二次摂動 127

第 2章で見たような、断熱状態の間の非断熱結合や、透熱状態の間を結ぶハミ
ルトニアンの非対角項によって遷移が引き起こされる場合がある。
本節では、決まった周波数で時間的に振動する相互作用V (t)について調べる。

対応する物理的状況には、光と分子の相互作用の半古典的な取扱いが含まれる。
実は、この取扱いのエッセンスは、二準位系における式 (12.5)の辺りで簡単に
言及した。
ここでは、相互作用が次式で記述されるとする。

V (t) = Ue±iωt

これは、分子系が周波数 ωの単色輻射に晒された状況に相当する。これを用い
ると、積分が容易に実行できて、

c(1)
n (t) =

i

h̄

∫ t

0
dτVnm(τ)eiωnmτ =

i

h̄

∫ t

0
dτUnmei(ωnm±ω)τ

を得る。よって、前節の結果において Vkmを Ukmで、ωnmを ωnm ± ωで置き
換えれば良いことになる。後者は、エネルギー保存条件が光子エネルギー h̄ωだ
けシフトすることを意味する。このような状況を、エネルギー準位が光子エネ
ルギーによって「装飾 (dressed)」される、と表現することもある。

12.4 二次摂動
級数展開 (12.11)の次の次数の項を考慮すると

c(2)(t) = c(1)(t) +
(
−i

h̄

)2 ∫ t

0
dτ

∫ τ

0
dτ ′W(τ) · W(τ ′) · c(0)

となる。再び、t = 0で系は |m〉にあった、すなわち cj(0) = δjmとすると、

[W(τ) · W(τ ′) · c(0)]n =
∑
k,j

Wnk(τ)Wkj(τ ′)cj(0) =
∑

k

Wnk(τ)Wkm(τ ′)

より、|m〉から |n〉への遷移振幅は、

c(2)
n (t) = c(1)

n (t) +
∑

k

(
−i

h̄

)2 ∫ t

0
dτ

∫ τ

0
dτ ′Vnk(τ)Vkm(τ ′)eiωnkτeiωkmτ ′

この場合、相互作用の行列要素として、Vkmと Vnkが関与している。よって、遷
移は初期状態 |m〉から中間状態 |k〉を経て終状態 |n〉へ至る。kについて総和を
取るので、行列要素 Vkmおよび Vnkが有限である限り、全ての中間状態が関与
し得る。
二次摂動は、特に直接遷移が禁制である場合、すなわち、状態や相互作用の

持つ対称性などにより、相互作用 Vnmが消えたり小さかったりする場合に重要
となる。例としては、ラマン散乱や架橋媒介長距離電子遷移などが含まれる。
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12.5 シュレディンガー描像と相互作用描像
前節では、波動関数を 0次ハミルトニアンの固有関数で展開した。しかし、実

際には摂動展開をこのようなものに限る必要はない。本節では、摂動展開をよ
り一般的かつ形式的に取り扱う。具体的には、シュレディンガー描像と相互作用
描像を扱い、特に後者の利点を明らかにする。

12.5.1 シュレディンガー描像

最初に、通常の時間依存シュレディンガー方程式を見る。

ih̄
∂

∂t
|ψS(t)〉 = H(t)|ψS(t)〉

これを、シュレディンガー描像と呼び、添字 S で表すことにする。形式的に積
分すれば、

|ψS(t)〉 = |ψS(0)〉 − i

h̄

∫ t

0
dτH(τ)|ψS(τ)〉

を得る。12.2節で行ったように逐次展開すれば、

|ψS(t)〉 = |ψS(0)〉 − i

h̄

∫ t

0
dτH(τ)|ψS(0)〉

+
(
−i

h̄

)2 ∫ t

0
dτ

∫ τ

0
dτ ′H(τ)H(τ ′)|ψS(0)〉 + · · ·

(12.16)

となる。しかしながら、異なる時刻におけるハミルトニアン演算子の積
H(τ)H(τ ′) · · · を扱わなくてはならないのが、難点となり得る。この意味で、
次節で導入する相互作用描像の方が、少なくとも形式的理論や近似法を開発す
る目的には、便利である場合が多い。

12.5.2 相互作用描像

相互作用描像では、状態ベクトルを次式で定義する。

|ψI(t)〉 ≡ eiH0t/h̄|ψS(t)〉

これは、次の運動方程式を満たす。

∂

∂t
|ψI(t)〉 = − i

h̄
VI(t)|ψI(t)〉 (12.17)

ここで、VI(t) ≡ eiH0t/h̄V e−iH0t/h̄ を定義した。
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練習問題： 時間依存シュレディンガー方程式から、式 (12.17)を導け。

答：

∂

∂t
|ψI〉 =

i

h̄
H0e

iH0t/h̄|ψS〉 + eiH0t/h̄ ∂

∂t
|ψS〉

= − i

h̄
eiH0t/h̄V |ψS〉 = − i

h̄
eiH0t/h̄V e−iH0t/h̄|ψI〉

後の手続きは、式 (12.16)を導いたときと同様で、逐次展開によって次式が得
られる。

|ψI(t)〉 = |ψI(0)〉 − i

h̄

∫ t

0
dτVI(τ)|ψI(0)〉

+
(
−i

h̄

)2 ∫ t

0
dτ

∫ τ

0
dτ ′VI(τ)VI(τ ′)|ψI(0)〉 + · · ·

シュレディンガー描像と比較すると、ハミルトニアンではなく摂動エネルギー
の積 VI(τ)VI(τ ′) · · · を含む点が異なっている。VI(t)の時間依存性は 0次のハミ
ルトニアンH0で決まるので、少なくとも形式的にはこちらの方が扱い易い場合
が多い。

12.5.3 時間順序指数関数

前節で導いた摂動展開は、時間順序指数関数というものを定義することによっ
て、コンパクトに表現することができる。例えば、相互作用描像での展開は、次
のように書ける。

|ψI(t)〉 =(
1 − i

h̄

∫ t

0
dτVI(τ) +

(
−i

h̄

)2 ∫ t

0
dτ

∫ τ

0
dτ ′VI(τ)VI(τ ′) + · · ·

)
|ψI(0)〉

≡ exp+

[
−i

h̄

∫ t

0
dτVI(τ)

]
|ψI(0)〉

(12.18)
これが、時間順序指数関数 exp+(· · · )の定義となる。時間順序は、積分範囲に見
られる。例えば、2次の項は t > τ > τ ′ > 0であることを示しており、時間依
存の摂動 VI(τ)VI(τ ′)は、|ψI(0)〉に対し、時間の増大する順序で演算している。
一方、これの代りに、2次の積分中に VI(τ ′)VI(τ)が現れるような、逆の時間順
序を考えるならば、exp−(· · · )で表されるもう一つの時間順序指数関数が定義さ
れる。
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次式で定義されるダイソンの時間順序演算子T

T [A(t1)B(t2)] =
{

A(t1)B(t2) (when t1 > t2)
B(t2)A(t1) (when t2 > t1)

を用いて、時間順序指数関数を次のように表現することもできる。

exp+

[
−i

h̄

∫ t

0
dτVI(τ)

]
= T

∞∑
n=0

1
n!

[
−i

h̄

∫ t

0
dτVI(τ)

]n

= T exp
[
−i

h̄

∫ t

0
dτVI(τ)

]

練習問題： 2次 (n = 2)の項について、上の等式を確かめよ。

解答： 右辺の n = 2の項は、次のように変形され、左辺と等しいことが確か
められる。

1
2

(
−i

h̄

)2

T

∫ t

0
dτ

∫ t

0
dτ ′VI(τ)VI(τ ′)

(complete the answer.)

12.6 フェルミの黄金則

12.6.1 状態和を取った形

状態 |m〉から状態 |n〉への遷移確率 (12.15)に戻る。これは、V が時間に依ら
ない場合に、1次摂動から求めたものであった。

P (1)
nm(t) = |c(1)

n (t)|2 = |Vnm|2 sin2(ωnmt/2)
(h̄ωnm/2)2

ただし、簡単のために P
(1)
n←m(t)から P

(1)
nm(t)へ表記を変えてある。ここで、終

状態について総和を取ることにより、始状態 |m〉からの全遷移確率、すなわち、
状態 |m〉の減衰速度が得られる。

P
(1)
∗m(t) ≡

∑
n6=m

P (1)
nm(t) =

∑
n6=m

|Vnm|2 sin2(ωnmt/2)
(h̄ωnm/2)2

=
∫

dEρ(E)|V∗m(E)|2 sin2((E − Em)t/2h̄)
((E − Em)/2)2

ここで、状態密度を
ρ(E) =

∑
n6=m

δ(E − En)
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で定義した。また、相互作用の行列要素を、終状態のエネルギーの関数として、
Vnm → V∗m(E)と書き直した。
式 (12.15)の下で注意したように、P

(1)
nm(t)はEn −Emに関して鋭いピークを

持つ関数であり、長時間 t → ∞でデルタ関数に近付く。よって、

P
(1)
∗m(t) →

∫
dEρ(E)|V∗m(E)|2 2πt

h̄
δ(E − Em)

=
2πt

h̄
ρ(Em)|V∗m(Em)|2

を得る。これは tに比例するので、遷移速度は

w
(1)
∗m =

2π

h̄
ρ(Em)|V∗m(Em)|2

となる。これが、ある特定の量子状態 |m〉からの遷移 (または減衰)の速度を表
すフェルミ (Fermi)の黄金則である。式に見られるように、始状態と同じエネル
ギーを持つ状態の密度と、始状態と終状態の間の相互作用行列要素の絶対値の
二乗に比例する。

12.3.1節で扱ったような、周期的な摂動の場合には、

w
(1)
∗m =

2π

h̄
|U∗m|2ρ(Em ∓ h̄ω)

を得る。始状態のエネルギーEmから光子エネルギー h̄ωだけシフトしたエネル
ギーを持つ終状態の状態密度を参照している。

12.6.2 状態・状態間遷移

前節では、終状態について総和を取り、特定の始状態からの全遷移確率を求
めた。これは、単色光レーザーで励起された始状態から、任意の遷移可能な状
態へ減衰する速度を観測する状況に対応する。
一方、より進んだ実験では、終状態を指定して、状態・状態間遷移を調べる

こともできるだろう。そのような過程を記述するには、終状態に関する総和の前
に、t → ∞の極限を取って、

P (1)
nm(t) → |Vnm|2 2πt

h̄
δ(En − Em)

よって、遷移速度は、

w(1)
nm =

2π

h̄
|Vnm|2δ(En − Em)

となる。これが、状態・状態間遷移を表すフェルミの黄金則である。
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当然ながら、終状態について和を取れば、全遷移確率 w
(1)
∗m が得られる。∑

n

w(1)
nm =

∫
dEρ(E)w(1)

nm =
2π

h̄
ρ(Em)|V∗m(Em)|2 = w

(1)
∗m

周期的な摂動の場合には、次式を得る。

wnm =
2π

h̄
|Unm|2δ(En − Em ± h̄ω)

デルタ関数部分は、光子エネルギー h̄ωを含めた上でのエネルギー保存条件を表
している。


