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2．超伝導の BCS (Bardeen, Cooper, Schrieffer) 理論 

＜電子対凝縮＞：電子のもつ波動性がマクロなスケールで出現することが本質． 
 粒子性⇨1個，2個，3個， ．．．数えられる：n 
 波動性⇨位相．．． 干渉，回折：    θ 
  n, θ互いに共役な量 
  不確定性：

€ 

Δn ⋅ Δθ ≥1 
例えば，光子が 1個あるとき，その位相を議論することは意味がない． 
（n=1, Δn=0, Δθ=∞） 
しかし，あるエネルギーEと運動量 pをもつ粒子数 nが 1よりはるかに大きなマク
ロな量のとき n>>Δn>>1ならΔθ~1/(Δn)<<2πが可能になる！ 
＜Bose-Einstein凝縮＞⇨Fermionでも対凝縮によって 1つの状態を占める粒子数がい
くらでも大きくなれる！ 
 
＜Bose粒子系の量子力学＞ 

 

€ 

bk,bk '
+[ ] = δkk'

bk,bk '[ ] = bk
+,bk'

+[ ] = 0

 
 
 

  
 交換関係 

ハミルトニアン：
  

€ 

HB = ωkbk
+bk

k
∑  

最低エネルギー状態を占める粒子数 N0 

 

€ 

N0 = φ N( )b0+b0 φ N( )  

 

€ 

φ N −1( )b0 φ N( ) = N0 exp iθ( ) ,  

€ 

ΔN ≈ N  

ハミルトニアン Hのかわりに 
 

€ 

ℑ = H −µN  
（N：粒子数を表す演算子，μ：化学ポテンシャル） 
＜位相表示＞N*： 平均，n：ゆらぎ 

 

€ 

φθ =
1
ΔN

einθφ N* + n( )
−ΔN / 2<n<ΔN / 2
∑ ,  

€ 

θ =
2π
ΔN
 

 
 

 

 
 l, l = 0,±1,±2,±3,....,± 1

2
ΔN  

 

€ 

φθ b0 φθ = ΔN( )−1 φ N* + n −1( )b0 φ N* + n( )
n
∑ ≈ N0

1/ 2eiθ  

電子と同じように Bose粒子を量子化された波と見なし，空間の各点 rで定義された
演算子 

 

€ 

ψ r( ) =
1
V

eik⋅rbk
k
∑  

で記述することもできる． 
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€ 

ψ r( ) = φθ ψ r( )φθ ≈
N0

V
 

 
 

 

 
 
1/ 2

eiθ = ρ1/ 2eiθ  

＜電子対＞ 
 ↑↑triplet   ↑↓singlet 
重心が静止し逆向きのスピンをもった電子対の消滅・生成 

 

€ 

Bk = ak↑a−k↓ , Bk
+ = a− k↓

+ ak↑
+

 

フェルミガス状態：

€ 

φF = Bk
+φV

k< kF

∏ ,  φVは真空状態を表す． 

 
＜超伝導状態（BCS状態）＞ 
問題 3 
BCS理論では，超伝導状態（BCS状態）として 
 

 

€ 

φθ =Πk uk + exp iθ( )vkBk
+( )φv  

 uk
2 + vk

2 = 1        (16) 

 
を見出した．ただし， 
 

€ 

uk =
0 k <<kF( )
1 k >>kF( )

 
 
 

  
vk =

1 k <<kF( )
0 k >>kF( )

 
 
 

     (17) 

である．ここで，

€ 

Bk
+ = a−k↓

+ak↑
+

, 

€ 

Bk = ak↑a−k↓である． 

このモデルでは，ハミルトニアンとして粒子の数の変化も考慮した次式を採用して

いる． 
 

  

€ 

ℑ =

2k 2

2m
−µ

 

 
 

 

 
 akσ

+akσ −
g
V

' .
k1−k2=

∑ 'ak1↑
+a−k2↓

+a−k4↓ak3↑
k3−k4

∑
k,σ
∑   (18) 

 
ここで，

€ 

µは化学ポテンシャル，g は電子間に働くフォノン引力とクーロン反発力
の差を表す．（フォノンを媒介にした引力モデルは Frölichによって提唱された） 
 

 
  

€ 

ξk =

2k 2

2m
−

2kF

2

2m で定義されるエネルギー差
ξkを考えると，フォノンの平均的なエ



 22 

ネルギーを  
ω0として  

€ 

ξk ≤ ω0であると考えられる．上式で，

€ 

'∑ は引力がフェルミ

面近くの電子にだけ働くとして  

€ 

ξk ≤ ω0の領域のみの和をとることを意味する．（し

たがって，(17)の関係が成り立つのは

€ 

k − kF >> 0というよりも，より限定された

  

€ 

ξk ≥ ω0の領域である．）(18)式をφθで挟み込んで積分しエネルギー平均値を求める

際には，式(16)の性質上，(18)式の第 2項中，

€ 

k1 = k2, k3 = k4だけが寄与するが，その

ようにして求められる超伝導状態と常伝導状態（こちらが基準）のエネルギー差ΔΩ

は， 

€ 

ΔΩ = ' 2ξkvk
2

k>kF

∑ + ' 2ξk uk
2

k<kF

∑ −
g
V

' 'ukvkulvl
l
∑

k
∑    (19) 

 

となる．ここで凝縮電子対（クーパー対）を壊すエネルギー2Δのエネルギーギャッ

プΔを以下のように導入する． 

 

 

€ 

Δ =
g
V

'
φθ ak↑a−k↓ φθ

k
∑ =

g
V
exp iθ( ) 'ukvk

k
∑    (20) 

 

問1. この BCSモデルの熱平衡状態の条件を求めるために，式(19)をvkで偏微分し

€ 

∂ΔΩ /∂vk = 0を考え，平均場近似（(19)式第 3項の 4つの積の 2つを(20)式のΔ

で置き換える近似）を用いてエネルギー最小の条件を求めると以下の(21)式
のようになることを示せ． 

 

€ 

2ξkukvk − Δ uk
2 − vk

2( ) = 0       (21) 

 

（解）

€ 

uk = 1− vk
2
だから 

 

€ 

∂
∂vk

ukvk( ) =
∂
∂vk

vk 1− vk
2( ) = 1− vk

2 +
1
2
−2vk( ) 1

1− vk
2
vk =

1− 2vk
2

1− vk
2  
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€ 

0 ≡ ∂
∂vk

ΔΩ = 4ξkvk − 2Δ 1− 2vk
2( ) 1− vk2( )

−1/ 2

 

 

(21)式の解でξk → +∞の時，vk → 0を与えるものは以下のようになる． 

 

 

€ 

vk
2 =
1
2
1− ξk

Ek

 

 
 

 

 
 ,  

€ 

uk
2 =
1
2
1+

ξk
Ek

 

 
 

 

 
     (22) 

  

€ 

Ek = ξk
2 + Δ

2( )
1/ 2

     (23) 

実際の Δ は式(22)を式(20)に代入して得られる次の方程式によって決定される． 

＜ギャップ方程式＞：超伝導ギャップ 

 

€ 

1=
g
V

' 1

2 ξk
2 + Δ

2( )
1/ 2

k
∑       (24) 

 
これが解を持つためには，g>0で引力が勝らなければならない． 
 

問2. 式(22), (23)が(21)を満たしていることを確認し，(24)を求めよ． 

問3. 上の関係式を用いて，次式を導出せよ． 

 

€ 

ukvk =
Δ

2Ek
       (25) 

 

問4. 式(24)を弱結合近似（g が非常に小さく  

€ 

Δ << ω0となる場合）を用いてΣを

積分に置き換えて（

€ 

...
k
∑ →

V
2π( )3

dk =
V
2π( )3

∫ 4πkF
2( ) dk∫ ）解くと， 

 

  

€ 

Δ = 2ω0 exp −
1
gNF

 

 
 

 

 
      (26) 

 
が導出できることを示せ．ただし，適当な不定積分の公式を用い，積分範囲
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は弱結合近似に従って  

€ 

ξk = −ω0 → ω0として解け．また，NFは自由電子モ

デルのフェルミ面の状態密度
  

€ 

NF =
mkF
2π 2

2である． 

 
（解） 

    

  

€ 

1= gNF
dξ

2 ξ 2 + Δ
2( )
1/ 2

−ω0

ω0

∫ = gNF
dξ

ξ 2 + Δ
2( )
1/ 2

0

ω0

∫

= gNF ln
ω0

Δ

 

 
 

 

 
 +

ω0

Δ

 

 
 

 

 
 

2

+1
 
 
 

  

 
 
 

  

1/ 2 

 

 
 

 

 

 
 ≈ gNF ln

2ω0

Δ

 

 
 

 

 
 

 

ただし，不定積分

€ 

dx
x 2 + a2( )1/ 2

∫ = ln x
a

+
x
a

 

 
 

 

 
 

2

+1
 

 

 
 

 

 

 
 

+ C を利用． 

  

€ 

Δ << ω0のためには，

€ 

gNF <<1ならば良い（弱結合近似） 

 
＜平均場近似＞：Bogoliubov変換 
BCSモデルのハミルトニアン(18)は平均場近似によって 
 

€ 

ℑm = ξkakσ
+ akσ −

'
Δ∗ak↑a−k↓ + Δa−k↓

+ ak↑
+( )

k
∑

k,σ
∑ +

V
g
Δ
2
  (27) 

 
と表されるが，Bogoliubovは Bogoliubov変換 
 

€ 

ak↑ = ukαk↑ − vke
iθα−k↓

+
, 

€ 

ak↓ = ukαk↓ + vke
iθα−k↑

+
   (28) 

 
を発見しそれを用いて平均場近似の範囲で BCS理論の一般化に成功した．その変換
によって，式(27)は次のように対角化される． 
 

 

€ 

ℑm =Ω0 + Ek αk↑
+αk↑ +αk↓

+αk↓( )
k
∑  

 

€ 

Ω0 = 2ξkvk
2

k
∑ − ' 2ukvk Δ

k
∑ +

V
g
Δ
2
    (29) 
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ここで，αkσ
+ α kσの固有値は 0, 1であり，

€ 

k,σ( )状態にある準粒子（ボゴロン）の数を

表し，

€ 

Ek = ξk
2 + Δ

2( )
1/ 2

はこの準粒子のエネルギーを表すと考えることができ，(29)

式は，凝縮電子系がこのような準粒子からできた気体であるとみなしてよいことを

示している． 
今，熱平衡状態（ある一定温度では準粒子の数が一定に保たれる）を考えると，

Bogoliubov変換によって 
 

 

€ 

ak↑a−k↓ = eiθ ukvk 1−αk↑
+αk↑ −α−k↓

+ α−k↓( )     (30) 

 

となる．絶対零度では，

€ 

αkσ
+ αkσの期待値（準粒子の個数）はゼロと考えられるので， 

 

 

€ 

φθ ak↑a−k↓ φθ = eiθ ukvk       (31) 

 
となって，これを(20)に代入し，(25)に注意すると，絶対零度のエネルギーギャップ

Δ 0として， 

 

 

€ 

Δ 0 =
g
V

'
Δ

2Ekk
∑ eiθ       (32) 

 
が得られる． 

有 限 温 度 T に お い て は ， αkσ
+ α kσ の 期 待 値 αkσ

+ α kσ は Fermi 分 布

f Ek( ) = exp Ek / kBT( ) +1{ }−1に従い，このことから，(30), (20)式より有限温度でギャッ

プを決める方程式として次式が求まる． 
 

 

€ 

Δ =
g
V

' Δ
2Ekk

∑ 1− 2 f Ek( ){ }     (33) 

 
 

問5. T→ Tcでは

€ 

Δ → 0であるとして式(33)を積分形に変換し積分を問 7同様に実
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行すると，転移温度Tcとして 

 
  

€ 

Tc =
2γω0

πkB
exp − 1

gNF

 

 
 

 

 
       (34) 

 

となることを示せ．ただし，

€ 

dx
x0

a

∫ tanh x
b
 

 
 
 

 
 ≈ ln

4γa
πb

 

 
 

 

 
  （a >> bのとき）を用

いよ．（ちなみにln γ は Eulerの定数で， ln γ ≈ 0.577である．） 
 
（解） 

T→ Tcでは

€ 

Δ → 0だから， 

  

€ 

1= gNF
dξ
ξ0

ω0

∫ tanh ξ
2kBTc

 

 
 

 

 
 ≈ gNF ln

2γω0

πkBTc

 

 
 

 

 
   ただし，  

€ 

kBTc << ω0  

 

 また，絶対零度でのΔをΔ0とすると，

  

€ 

Δ = 2ω0 exp −
1
gNF

 

 
 

 

 
  だから 

 

€ 

2Δ 0 =
2π
γ
kBTc ≈ 3.5kBTc  と求まる． 

 
 


