
数理統計1

吉田伸生 2

0 序
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0.1 参考文献

統計の教科書も色々な内容のものが出版されている。本講義の内容に近い、あるいは
それらを含むものとして [稲垣, 稲垣-山根-吉田, 服部, 松本-宮原] を挙げる。[稲垣] は
細かいことまで色々書いてあり面白いが、その分、入門書としては荷が重いかも知れ
ない。[稲垣-山根-吉田] は、ざっと見た感じでは、骨格（必修理論の解説）、肉付き（具
体例など）ともに程よい感じで読み易そうだ。[服部] は、身近な具体例に即して、読み
物風に書かれてる点が特徴的だ。[松本-宮原] は必修事項を手っ取り早く学ぶのに適し
ている。頁数も少なく、価格的にもお手頃。
なお、この講義でのべる「確率論」の部分は [吉田 2] を、ルべーグ積分的な考え方
については [吉田 1] を下敷とした。本講義では深入りできない部分まで、厳密に学び
たいと思った受講者のために紹介しておく。また、確率論を勉強してみたいが、英語は
ちょっと...という人の為に [熊谷]を挙げておく。

参考文献

[稲垣] 稲垣宣生：「数理統計学」 裳華房

[稲垣-山根-吉田] 稲垣宣生 山根芳知 吉田光雄：「統計学入門」 裳華房

[熊谷] 熊谷隆: 「確率論」 共立出版株式会社

[服部] 服部哲弥 :「統計と確率の基礎」学術図書出版社

[松本-宮原] 松本裕行 宮原孝夫 :「数理統計入門」学術図書出版社

[吉田 1] 吉田伸生 :「ルべーグ積分入門 –使うための理論と演習」 遊星社

[吉田 2] 吉田伸生 :“A short course in probability” （英文講義録）筆者のサイト
（http://www.math.kyoto-u.ac.jp/ nobuo/index.html）から、「日本語（Japanese）」
→「教育活動」(または「講義録」）とリンクを辿り、そこからダウンロード可能。

1 確率論入門・前編

統計学の基礎となる、確率論の入門部分を解説する。

1.1 分布とその例

まず、確率とは何か？を考える。大雑把には、ある「出来事」A (「事象」と呼ぶ) , 例
えば

A = {サイコロをふって 6 の目が出る }

に対して、その起りやすさを示す数 P (A) ∈ [0, 1] を対応させる写像と考えればよい。
また、Ω を「あらゆる可能性を含んだ事象」とすると、P (Ω) = 1 となる。例えば、サ
イコロの例だと

Ω = {サイコロをふって 1,..,6 のどれかの目が出る }.
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更に、事象 A, B に対し、

A ∪ B = {A または B が起る }

とする。A, B が同時に起り得ない（排反）なら、

P (A ∪ B) = P (A) + P (B) (1.1)

となることも自然である。
上の直感的説明を頭におきつつ、確率（測度）の数学的定義（定義 1.1.1）を述べる。
上の直感的説明と数学的定義の主な違いは、

• どんな A に対しても P (A) が定まるとは限らない事（「可測性」の概念）

• (1.1) で述べたことは、無限個の事象 A1, A2... でも成立する事

である。だが、こういった違いはルべーグ積分論では重要だが、この講義の立場から
は些末な事柄である。従って、（一応述べるが）あまり気にしないことにする。

定義 1.1.1 Ω を集合とする。P が Ω 上の確率測度 または分布であるとは、P が以下
の条件 (M0)–(M3) を満たすことである：

(M0) 任意の A ⊂ Ω は可測であるものと、そうでないものに区別され、可測な A ⊂ Ω

は事象とも呼ぶ。A が可測なら、その確率 P (A) ∈ [0, 1] が定義できる。

(M1) A ⊂ Ω が可測なら、その補集合 Ac も可測である。

(M2) 空集合 ∅, 全体集合Ω は共に可測で、P (∅) = 0, P (Ω) = 1.

(M3) An ⊂ Ω (n = 1, 2, ...) が全て可測とする（無限個でもよい！）。このとき、和集
合 A =

⋃
n≥1 An は可測で、特にAn が排反（An ∩ Am = ∅ ,n 6= m) なら

P (A) =
∑
n≥1

P (An)

定義 1.1.1で「可測」という言葉が出てきたが、実はこの講義の中では気にしなくてよ
い。応用上出てくる集合が全て可測になるように予めお膳立てが整っているからであ
る。従って一般には正しくないが、感覚として

「全ての A ⊂ Ω は可測 (つまり全ての A ⊂ Ω は事象)」

と思ってよい。安全に車を運転する為に相対性理論まで気にする必要がないのと同じ
ことである。
分布の具体例を挙げる。ここでの例は全て Ω ⊂ R という非常に特別なものである。
そこで、これらの例では

Ω の替わりに S, P の替わりに µ

という記号を使うことにする。実はそうする方が後々の記号の対応がよくなる。
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例 1.1.2 (離散一様分布) 例えば、サイコロをふってどの目が出る確率も 1/6 で「同様
に確からしい」と表現される。そのような状況は離散一様分布によって記述される：

• S = {1, 2, ..., N}

• 全てのA ⊂ S に対し A は可測かつ µ({n}) = 1/N , (n = 1, ..., N).

上の条件から、全ての A に対しその確率は、

µ(A) = |A|/N , 但し |A| は A の含む元の数.

例えば、「サイコロをふって偶数の目が出る確率」を表現するにはN = 6, A = {2, 4, 6}
とすればよい。

例 1.1.3 (2値分布) この分布は、ある賭けに「勝つか、負けるか」といった状況の表
現である：

• S = {0, 1}, 0 ≤ p ≤ 1.

• 全てのA ⊂ S に対し A は可測かつ µ({1}) = p, µ({0}) = 1 − p.

上の条件から、全ての A に対して µ(A) の値が決まる。

例 1.1.4 (ポアソン分布) 標準的なドライバーが事故を起す確率は小さいが、車の数が
多い大都市では、事故は何件か起る。また、ある製品が不良品である確率は小さいが、
大きな工場ではある程度の製品不良が発生する。事故の件数や、製品不良の数など、「大
量観察により現れる稀事象の発生件数」は次に述べる分布に従うことが知られている。

• S = N, λ > 0.

• 全てのA ⊂ N に対し A は可測、かつ µ({n}) = e−λλn/n!, n = 0, 1, 2, ....

上の条件から、全ての A に対しその確率は、

µ(A) =
∑
n∈A

e−λλn/n!.

上記分布を径数 λ のポアソン（Poisson） 分布と呼ぶ。
ラザフォードとガイガーは放射性原子の崩壊に伴って放出される α-粒子数を単位時
間内で数える実験を繰り返し、その分布が Poisson分布と適合することを報告している
（1910年）。ρ(n) = µ({n})に対し ρ(n)/ρ(n−1) = λ/n. そこで、n ∈ N, n∗ ≤ λ < n∗+1

とすれば
n ≤ n∗ で ρ(n − 1) ≤ ρ(n), n ≥ n∗ で ρ(n) ≥ ρ(n + 1).

従って、n∗
ほぼ
= λ 付近の確率が大きいことが分る。

以上の例は次のような一般形をとっている：

定義 1.1.5 (離散分布)

• S = {s1, s2, ....} (無限個でもよい), 全てのA ⊂ S に対し A は可測。
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• 関数 ρ : S → [0, 1] は
∑

x∈S ρ(s) = 1 を満たすとし、A ⊂ S に対し

µ(A) =
∑
s∈A

ρ(s).

上のような形を持つ分布を総称して離散分布と呼ぶ。S が {s1, s2, ....} という離散的な
集合なら、S 上の分布 µ に対し ρ(s) = µ({s}) とおくことにより、µ は必然的に離散
分布であることが分る。

離散分布（定義 1.1.5）と対照的なのは、次のような形の分布である。

定義 1.1.6 (連続分布)

• I1, .., Id ⊂ R を区間とする。次の形をもつ Rd の部分集合 I を Rd における区間
と呼ぶ：

I = {(x1, .., xd) ; x1 ∈ I1, ..., xd ∈ Id}.

(d = 2 なら「四角形」、d = 3 なら「箱」)

• S ⊂ Rd を区間, ρ : S → [0,∞) は連続、
∫

S
ρ(x)dx = 1 とする。

• 全ての区間 I ⊂ S は可測かつ

µ(I) =

∫
I

ρ(x)dx. (1.2)

上のような形を持つ分布を総称して連続分布（continuous distribution）と呼ぶ。また、
上記の ρ を µ の密度 (関数)(density function)と呼ぶ。

注：連続分布が 定義 1.1.1の意味で分布であることを確かめるには、（区間とは限らな
い）任意のA ⊂ S が可測か否かの判定条件を与え、 (M1)–(M3)（特に (M3)！）を検
証する必要がある。それらは、ルべーグ積分論により可能だが、そうした議論は、こ
の講義の目的外なので割愛する。
連続分布（定義 1.1.6）の具体例をあげる。例 1.1.10 以外は d = 1 の場合である。

例 1.1.7 (一様分布) 例えば、机の上でペンを勢いよく回転させ、ペンの先がどの角度
を向いた状態で回転が止るか？を考えると「全ての角度が同様に確らしい」いう気が
する。これは次のような分布で表現できる：

• S = (a, b), −∞ < a < b < ∞, 分布 µ は (1.2) で

ρ(x) = 1/(b − a)

としたもの。この分布を一様分布 (uniform distribution)と呼ぶ。

例 1.1.8 (指数分布) この分布は 「寿命」や「待ち時間」を表すのにも用いられる：

• S = (0,∞), r > 0, 分布 µ は (1.2) で

ρ(x) = re−rx

としたもの。この分布を径数（パラメーター） r の指数分布 (exponential distri-

bution) と呼ぶ。
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長い間恋人がいない若者が、どれだけ待てば恋人に巡り合うか？と考えたとする。長い
間恋人がいない、という事実が今後の自分に与える影響について、若者の中で色々な
考えが巡るだろう。例えば、

楽観：これだけ待ったのだから、そろそろ恋人が現れるだろう (∧0
∧)

悲観：長期間恋人がいないのは、自分に何らかの（性格的？）要因があるに違いない。
今後ますます、恋人いない歴は長引くだろう (T∧T)

前者を信じれば、うまくいかなかった場合のショックが大きい。かと言って、後者は...

認めたくない！そこで、スパッと間をとり

中立：今まで恋人がいなかった時間と、これから巡り合うまでの時間は無関係 (−·
−)

をとると、待ち時間の分布 µ は指数分布になる：つまり、中立説を式で表現すると、任
意の s, t > 0 に対し

µ([s + t,∞))/µ([s,∞)) = µ([t,∞))

となる4が、上記関係式（無記憶性）は指数分布を特徴づける。

例 1.1.9 (正規分布) 身長、体重、テストの点などデータを多く集めたとき、データの
分布は、ここで述べる正規分布にほぼにあてはまる。正規分布は、確率と統計で「分
布の王様」と言える重要な分布である：

• S = R, m ∈ R, v > 0, 分布 µ は (1.2) で

ρ(x) =
1√
2πv

exp

(
−(x − m)2

2v

)
としたもの。この分布を径数 (m, v) の正規分布 (normal distribution)と呼び、記
号 N(m, v)で表す。特に、N(0, 1)を標準正規分布 (standard normal distribution)

と呼ぶ。

N(m, v) において、m はデータの平均値を、v はデータのばらつき具合いを表すパラ
メーターである。なお、テストの点 が負の値もとり得るのは変に見えるかもしれない
が、m > 0 なら µ((−∞, 0)) は小さいので、無視出来る。

簡易正規分布表：µ = N(0, 1), α ∈ (0, 1/2) とするとき、

µ([x(α),∞)) = α

をみたす x(α) の近似値は統計学ではよく利用されるので、この講義に間に合う範囲で
挙げておく。より詳しい表は、統計学の教科書巻末等を参照せよ。

α 0.1578 0.05 0.025 0.0228 0.005 0.00135

x(α) 1 1.6448 1.9600 2 2.5758 3

µ([−x(α), x(α)]) = 1 − 2α であることから特に、N(0, 1) の確率の 95 % が 区間
[−1.96, 1.96] に、99 % 以上が 区間 [−2.58, 2.58] に集中することが分る。

4「時刻 s 以上恋人がいない、という条件のもとで、更に時刻 t 以上恋人がいない確率」= 「時刻 t
以上恋人がいない確率」
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問 1.1.1 (i) 次を示せ：

1√
2πv

∫ ∞

m+t

exp

(
−(x − m)2

2v

)
dx =

1√
2π

∫ ∞

t/
√

v

exp

(
−x2

2

)
dx.

(ii)：知能指数 (IQ)の分布は N(100, 152) と考えることができる5。このとき、(i) と正
規分布表から次の表が得られる。どのように得られるか説明せよ。

IQ 全体に占める割合
115 以上 15.9 %

130 以上 2.28 %

145 以上 0.135 %

例 1.1.10 d 次元正規分布 (の特別な場合)

• S = Rd, v > 0, 分布 µ は (1.2) で

ρ(x) =
1

(2πv)d/2
exp

(
−|x|2

2v

)
(但し |x| =

√
x2

1 + ... + x2
d)

としたもの。上の分布を d 次元正規分布と呼ぶ。特に、v = 1 の場合を d 次元標
準正規分布と呼ぶ。

1827 年、植物学者 ロバート ブラウンは、水に浮かんだ微小粒子の「不規則な」運動
（ブラウン運動）を観測した。この運動の原因は水分子からの衝突によるものであった。
20 世紀はじめ、アルバート アインシュタインが与えた説明によると、時刻 t = 0 に水
面の点 x = 0 ∈ R2 を出発したブラウン運動が時刻 t = v > 0 に水面上の 2次元区間 I

の中で観測される確率は 2次元正規分布で与えられる。また、気体分子の速度ベクト
ル（3次元ベクトル）が 区間 I ⊂ R3 内で観測される確率は ３次元正規分布で与えら
れる（マックスウエル・ボルツマンの速度分布則）。但し 温度 T のとき、質量 m の分
子に対し v = kBT/m (kB はボルツマン定数）。

1.2 確率変数とその分布

1.1 節で述べた、分布の例でわかるように、分布が現れるには「サイコロの目」、「賭の
勝ち負け」、「事故の件数」、「待ち時間」 など確率的に変動する量が存在する。確率論
ではそういった量を「確率変数」と呼ぶ。数学的には、確率変数とは全事象 Ω を定義
域とする写像（の特別な場合）に他ならない。

定義 1.2.1 Ω, S を集合、X : Ω → S, P を Ω 上の確率測度とする。

(a) S = {s1, s2, ....} (無限個でもよい) と表せる場合、X : Ω → S を離散確率変数と
呼ぶ。

(b) S 上の分布 µ が、全ての s ∈ S に対し

µ({s}) = P (X = s)

5知能検査の成績から知能指数を計算する式（ウィクスラー式）が、そうなるように決めてある。他
に、N(100, 162) となるようにする式（田中・ビネー式）もある。
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を満たすとき、「µ は X の分布である」あるいは「X は分布 µ に従う」と言い、
次の記号で表す

X ≈ µ.

• 例えば、サイコロをふって出る目のように、S = {1, 2, ..., N} の各値を等確率で
とる確率変数 X は離散一様分布をもつ：

X : Ω → {1, ..., N}, P (X = n) = 1/N (n = 1, ..., N).

同様に、

• ある賭けでの勝ち、負けを X = 1, 0 で表せば、X は 2値分布（例 1.1.3）を持つ
確率変数である。

X : Ω → {0, 1}, P (X = 1) = p, P (X = 0) = 1 − p

• ある大都市での交通事故数を X で表すと、X は Poisson 分布（例 1.1.4）を持つ
確率変数である。

X : Ω → N, P (X = n) = e−λλn/n! (n ∈ N).

実は、パラメーター λ は事故の発生件数の平均を表す。

定義 1.2.2 S ⊂ Rd を区間、Ω を集合、X : Ω → S, P を Ω 上の確率測度とする。

(a) S 上の連続分布 (定義 1.1.6) µ が存在し、全ての区間 I ⊂ S に対し

P (X ∈ I) = µ(I) =

∫
I

ρ(x)dx

なら、X を連続確率変数と呼ぶ。但し、上式の ρ は µ の密度である。

(b) 上記のとき、「µ は X の分布である」あるいは「X は分布 µ に従う」と言い、次
の記号で表す

X ≈ µ.

例えば、

• 机の上でペンを勢いよく回転させて止るまで待ったとき、ペンの先が向いている
角度を X◦ とすると、X は区間 (0, 360) に一様分布した確率変数である：

X : Ω → (0, 360), P (X ∈ I) =
|I|
360

.

但し、I ⊂ (0, 360) は任意の区間、|I| はその長さである。

• 例 1.1.8 で述べた若者が中立説をとった場合の待ち時間 X は径数 r の指数分布
を持つ：

X : Ω → (0,∞), P (X ∈ I) = r

∫
I

e−rxdx.

但し、I ⊂ (0,∞) は任意の区間、1/r =「平均待ち時間」である。
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• 多くの人が受験したテストから無作為抽出した答案の点数 X は近似的に正規分
布に従う（例 1.1.9）：

X : Ω → (−∞,∞), P (X ∈ I) =
1√
2πv

∫
I

exp

(
−(x − m)2

2v

)
dx.

但し、I ⊂ (−∞,∞) は任意の区間、また、m は平均点、v は点数のばらつき具
合いを表す数である。

定義 1.2.3 離散確率変数（定義 1.2.1）, 連続確率変数（定義 1.2.2）を総称して確率変
数 (random variable) と呼ぶ。

注：定義 1.2.3 は若干拡大解釈することもある。例えば X1 : Ω → S1 は離散確率変数、
X2 : Ω → S2 は連続確率変数とする。このとき、ベクトル X = (X1, X2) も確率変数と
見做す。その分布は、関数

ρ : S1 × S2 → [0,∞)

であり、任意の x ∈ S1 及び区間 I ⊂ S2 に対し

P (X1 = x, X2 ∈ I) =

∫
I

ρ(x, y)dy

を満たすものにより記述される。
現代的な確率論の立場からは「確率変数」という言葉はより広義に定義されるが、こ
の講義では、定義 1.2.3 及びその拡大解釈程度で十分である。

問 1.2.1 確率変数 X に対し以下を示せ：(i) X が径数 r の指数分布に従うなら、Y =

(1/s)X は径数 rs の指数分布に従う。(ii) X が N(m, v) に従うなら、Y = a + bX

(a, b ∈ R, b 6= 0)は N(a+ bm, b2v)に従う。特に、Y = (X−m)/
√

v は N(0, 1)に従う。

問 1.2.2 確率変数 U が (0, 1)上に一様分布するとするとき、以下を示せ：(i) X = 1{U≤p}

は２点分布（例 1.1.2）をもつ。(ii) X = (1/r) log(1/U) はパラメーター r の指数分布
（例 1.1.8）を持つ。なお、この逆については 問 1.2.3 を参照せよ。

問 1.2.3 X が径数 r の指数分布を持つなら、U = e−rX は (0, 1) 上に一様分布するこ
とを示せ。なお、この逆については 問 1.2.2 を参照せよ。

問 1.2.4 2 次元の確率変数 X = (X1, X2) が 2 次元標準正規分布に従うとき、その平
方和 X2

1 + X2
2 は径数 1/2 の指数分布に従うことを示せ。ヒント：極座標変換。

問 1.2.5 A は d 次正則実行列、X は d 次元標準正規分布に従うベクトルとする。こ
のとき、Y = AX は次の密度を持つ連続分布に従うことを示せ：

ρ(x) =
1

(2π)d/2| det A|
exp

(
−1

2
|A−1x|2

)
このことから、A が直交行列なら、AX も d 次元標準正規分布に従うことが分る。
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1.3 平均

平均寿命や、テストの平均点等「平均」という言葉は日常的に使われる。それは、「寿
命」や「テストの点」など、ばらつきのある量の仮想的な均一化により得られる値だ
が、統計上の目安となる重要な量である。例えば、長い列に並んでいるとき、どれだ
け待たされるか正確には分らない。その中で「只今の平均待ち時間は...分です。」など
と言う情報があれば、列に並び続けるか、あるいは諦めて出直すかの判断基準になる。
確率変数 X : Ω → S と関数 f : S → R に対し、確率変数 f(X) の「平均」の定義
を X が離散確率変数の場合と、連続変数の場合に分けて述べる。

定義 1.3.1 (離散確率変数に関する平均) X は離散確率変数とする、即ち、S = {s1, s2, ....}
(無限個でもよい)、X : Ω → S. このとき、

(a) 関数 f : S → [0,∞) に対し f(X) の平均 (expectation) を

Ef(X) =
∑
s∈S

f(s)P (X = s). (1.3)

と定める（両辺が ∞ の場合も含めて）。

(b) 関数 f : S → R に対しE|f(X)| < ∞ なら6、確率変数 f(X) は 可積分であると
いい、f(X) の平均 も (1.3) で定める。

定義 1.3.2 (連続確率変数に関する平均) X は連続確率変数とする、即ち

• S ⊂ Rd は区間、X : Ω → S, ρ : S → [0,∞) は、ある連続分布 µ の密度。

• 全ての区間 I ⊂ S に対し P (X ∈ I) =

∫
I

ρ(x)dx.

(a) 連続関数 f : S → [0,∞) に対し f(X) の平均 を

Ef(X) =

∫
S

f(x)ρ(x)dx. (1.4)

と定める（両辺が ∞ の場合も含めて）。

(b) 連続関数 f : S → R に対し に対しE|f(X)| < ∞ なら7、確率変数 f(X) は 可積
分であるといい、f(X) の平均 も (1.4) で定める。

注：上記定義は若干拡大解釈することもある。例えば 定義 1.2.3 の後で述べたように
X1 : Ω → S1 は離散確率変数、X2 : Ω → S2 は連続確率変数とする。このとき、ベクト
ル X = (X1, X2) も確率変数と見做す。その分布は、関数

ρ : S1 × S2 → [0,∞)

であり、任意の s ∈ S1 及び区間 I ⊂ S2 に対し

P (X1 = x, X2 ∈ I) =

∫
I

ρ(x, y)dy

6E|f(X)| は (1.3) で f を |f | におきかえて定義される。
7E|f(X)| は (1.4) で f を |f | におきかえて定義される。
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を満たすものにより記述される。更に、f(X) の平均は

Ef(X) =
∑
x∈S1

∫
S2

f(x, y)ρ(x, y)dy

と定義する（|f(X)| も同様）。

平均の定義をいくつかの場合にわけて与えた。これは、例えば電気磁気学で電場を
定義する際、電荷が離散的に分布する場合と、連続分布する場合で別扱いする事情と
同じである。統一的に述べられないか？と思う人もいるだろう。実は、ルべーグ積分論
で学ぶ「（符合付き）測度に関する積分」によってこれは可能になる。
平均について、より具体的な例は 1.4節 で分散の例と組みにして述べることにする。
ここでは、一般的定義と性質を述べる。

定義 1.3.3 1 ≤ p < ∞ とする。確率変数 X : Ω → R でありE[|X|p] < ∞ を満たすも
の全体を Lp(P ) と記す。L1(P ) の元を可積分確率変数と呼ぶ。

命題 1.3.4 (平均の性質) X ∈ L1(P ), a, b ∈ R とすると、

(a) E(a + bX) = a + bEX.

X,Y ∈ L1(P ) とする。このとき、

(b) X + Y ∈ L1(P ), E(X + Y ) = EX + EY .

(c) X ≤ Y なら EX ≤ EY (単調性),

上記 (a),(b) を併せて平均の 線形性と呼ぶ。

証明： (a) は定義から明らか。次に X,Y が共に離散確率変数の場合に (b),(c) を示す。
X, Y の値域を S, T , 更に s ∈ S, t ∈ T に対し、

ρ1(s) = P (X = s), ρ2(t) = P (Y = t), ρ(s, t) = P (X = s, Y = t)

とする。このとき、

E(X + Y ) =
∑
s,t

(s + t)ρ(s, t) =
∑
s,t

sρ(s, t) +
∑
s,t

tρ(s, t).

ところが、任意の s ∈ S に対し∑
t

ρ(s, t) = P (X = s) = ρ1(s)

より、 ∑
s,t

sρ(s, t) =
∑

s

s
∑

t

ρ(s, t) =
∑

s

sρ1(s) = EX.

同様に
∑

s,t tρ(s, t) = EY も分る。以上より (b) を得る。
X ≤ Y なら、

0 = P (X > Y ) =
∑
s>t

ρ(s, t).
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つまり、「s > tなら、ρ(s, t) = 0」が分る。これは、「任意のs, tに対し sρ(s, t) ≤ tρ(s, t)」
を意味する。これを用いると、

EX =
∑
s,t

sρ(s, t) ≤
∑
s,t

tρ(s, t) = EY.

以上で (c)が分った。X,Y が連続確率変数を含むより一般の場合も同じ考え方で (b),(c)

を示せる（
∑
を

∫
に置き換える）。 2

問 1.3.1 X,Y ∈ Lp(P ) に対し、X + Y ∈ Lp(P ) を示せ。ヒント：f(x) = xp は [0,∞)

上で凸関数だから、x, y ≥ 0 に対し
(

x+y
2

)p ≤ xp+yp

2
. 従って、 (x + y)p ≤ 2p−1(xp + yp).

1.4 分散

確率変数 X の分散とは、「X の値のばらつきがどの程度大きいか」を表す尺度である。
例えば切符を買うために JR の「みどりの窓口」に並んだとしよう。自分の前に n 人
いて、一人が切符を買うのに平均時間が τ なら、平均的には nτ だけ待てば自分の番
が来る。しかし、実際にはさっさと切符を買って去る人もいれば、窓口に延々と居座
る人もいて、きちっと nτ にはならない。このズレ具合いの大きさが分散の大きさであ
る。待ち時間が（自分なりの感覚による） nτ を大きく上回ってしまうとついイライラ
してしまう。最近、多くなってきた「一列並び」は分散を小さくする為の工夫である
（[服部, 第２章]）。
定義の為に準備をしよう：

命題 1.4.1 X,Y ∈ L2(P ) に対し

E[|XY |] ≤
√

E[X2]E[Y 2] (シュワルツの不等式)

よって、XY ∈ L1(P ). 特に、Y ≡ 1 として、L2(P ) ⊂ L1(P ).

証明：α = E[X2], β = E[Y 2], ε > 0 とする。このとき、0 < α + ε, β + ε < ∞ で、

2|XY |√
(α + ε)(β + ε)

≤ 2

√
|X|2 + ε

α + ε

|Y |2 + ε

β + ε
≤ |X|2 + ε

α + ε
+

|Y |2 + ε

β + ε
.

平均の線形性と単調性より、

2E[|XY |]√
(α + ε)(β + ε)

≤ E[|X|2] + ε

α + ε
+

E[|Y |2] + ε

β + ε
= 2.

つまり、E[|XY |] ≤
√

(α + ε)(β + ε). ε → 0 とすれば、結論を得る。 2

Xj ∈ L2(P ), mj = EXj (j = 1, 2) とすると

(X1 − m1)(X2 − m2) = X1X2 − m2X1 − m1X2 + m1m2. (1.5)

は 命題 1.4.1 により可積分。従って次の定義が意味を持つ。
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定義 1.4.2 Xj, X ∈ L2(P ), mj = EXj (j = 1, 2), m = EX とするとき、

cov(X1, X2) = E[(X1 − m1)(X2 − m2)], (1.6)

var(X) = cov(X,X) = E[(X − m)2] (1.7)

をそれぞれ X1, X2 の 共分散 (covariance)、X の 分散 (variance) と呼ぶ。

命題 1.4.3 記号は 定義 1.4.2 の通りとする。

(a) a, b ∈ R に対し、var(a + bX) = b2var(X)

(b)

cov(X1, X2) = E[X1X2] − m1m2. (1.8)

特に
var(X) = E[X2] − m2 (分散公式) (1.9)

(a): 定義から明らか。
(b): (1.5) の両辺を平均すれば、EXi = mi により、(1.8) を得る。 2

注： cov(X1, X2)を定義する際に X1, X2 ∈ L2(P )と仮定したが、それはX1X2 ∈ L1(P )

を保証するためである。従って、はじめからX1, X2, X1X2 ∈ L1(P ) と仮定しても定義
式 (1.6) は意味を持ち、(1.8) も成立する。

例 1.4.4 (離散確率変数の平均と分散) X は実数値離散確率変数とする、即ち

• S = {s1, s2, ....} ⊂ R (無限個でもよい), X : Ω → S.

• ρ(s) = P (X = s) (s ∈ S).

このとき、
X ∈ L1(P )

定義 1.3.3⇐⇒ E|X| 定義 1.3.1
=

∑
s∈S

|s|ρ(s) < ∞.

X ∈ L1(P ) なら、

EX
定義 1.3.1

=
∑
s∈S

sρ(s). (1.10)

一方、
X ∈ L2(P )

定義 1.3.3⇐⇒ E(X2)
定義 1.3.1

=
∑
s∈S

s2ρ(s) < ∞.

X ∈ L2(P ),m = EX とするとき、

var(X)

定義 1.4.2,

定義 1.3.1
=

∑
s∈S

(s − m)2ρ(s)
(1.9)
=

∑
s∈S

s2ρ(s) − m2. (1.11)

例えば、X が径数 p の２点分布に従うなら、

EX
(1.10)
= 1 · p + 0 · (1 − p) = p,

var(X)
(1.11)
= 12 · p + 02 · (1 − p) − p2 = p(1 − p).
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問 1.4.1 確率変数 U が 1, ..., N 上の離散一様分布に従うとき、EU = (N + 1)/2,

var(X) = (N2 − 1)/12 を示せ。
ヒント：

∑N
1 n = N(N + 1)/2,

∑N
1 n2 = N(N + 1)(2N + 1)/6.

問 1.4.2 確率変数 X が径数 λの Poisson分布に従うとき、EX = var(X) = λを示せ。

例 1.4.5 (連続確率変数の平均と分散) X は連続確率変数とする、即ち

• S ⊂ Rd は区間、X : Ω → S, ρ : S → [0,∞) は連続。

• 全ての区間 I ⊂ S に対し P (X ∈ I) =

∫
I

ρ(x)dx.

このとき

X ∈ L1(P )
定義 1.3.3⇐⇒ E|X| 定義 1.3.2

=

∫
S

|x|ρ(x)dx < ∞

X ∈ L1(P ) なら、

EX
定義 1.3.2

=

∫
S

xρ(x)dx. (1.12)

一方、

X ∈ L2(P )
定義 1.3.3⇐⇒ E(X2)

定義 1.3.2
=

∫
S

x2ρ(x)dx < ∞.

X ∈ L2(P ), m = EX とするとき、

var(X)

定義 1.4.2,

定義 1.3.2
=

∫
S

(x − m)2ρ(x)dx
(1.9)
=

∫
S

x2ρ(x)dx − m2. (1.13)

例えば、X が N(m, v) に従うなら、EX = m, var(X) = v. これを示す。∫
R
(x − m)e−

(x−m)2

2v dx
平行移動

=

∫
R

xe−
x2

2v dx
奇関数の積分

= 0.

従って

EX
(1.12)
=

1√
2πv

∫
R

xe−
(x−m)2

2v dx
x=m+(x−m)

= m +
1√
2πv

∫
R
(x − m)e−

(x−m)2

2v dx = m.

一方、u > 0 として ∫
R

e−u(x−m)2/2dx =
√

2π/u

の両辺を u で微分すると、

−1

2

∫
R
(x − m)2e−u(x−m)2/2dx = −1

2

√
2πu−3/2.

これより、

EX
(1.13)
=

1√
2πv

∫
R
(x − m)2e−

(x−m)2

2v dx
上式で u = 1/v

= v.

問 1.4.3 確率変数 U が 区間 (a, b) の一様分布に従うとき、EU = (a + b)/2, var(U) =

(b − a)2/12 を示せ。

問 1.4.4 確率変数 X が径数 r > 0 の指数分布に従うとき、EX = 1/r, var(X) = 1/r2

を示せ。
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2 確率論入門・後編

2.1 独立確率変数

硬貨を 2 回投げ、j(= 1, 2) 回目の表、裏をXj ∈ {1, 0} と表すことにする（表=1,裏
=0）任意の a, b ∈ {1, 0} に対し

P (X1 = a,X2 = b) =
1

4
= P (X1 = a)P (X2 = b)

これは、X1, X2 が「互いに他方を影響しない」ことの反映であり、確率論で「独立性」
と呼ばれる概念である。正確に定義しよう：

定義 2.1.1 Xj : Ω → Sj (j = 1, .., n)を離散確率変数とする。次の条件が成り立つと
き、X1, .., Xn は独立 (independent) であるという：全ての sj ∈ Sj (j = 1, .., n) に対し

P (X1 = s1, ..., Xn = sn) = P (X1 = s1) · · ·P (Xn = sn). (2.1)

注 1：離散確率変数 X1, .., Xn が独立なら、任意の Aj ⊂ Sj (j = 1, .., n) に対し

P (X1 ∈ A1, ..., Xn ∈ An) = P (X1 ∈ A1) · · ·P (Xn ∈ An). (2.2)

実際、(2.1) の両辺を s1 ∈ A1, ..., sn ∈ An について和をとれば (2.2) を得る。
注 2：X1, .., Xn が独立なら、それらのうち任意のふたつは独立だが、逆は正しくない
（問 2.1.2 参照）。

問 2.1.1 (?) Ω = (0, 1), P を Ω 上の一様分布とする。今、Ω を左右 1 − p : p の区間
に分割したものを I0 = (0, 1− p], I1 = (1− p, 1] とする。また、I0 (I1) を左右 1− p : p

の区間に分割したものを I00, I01 (I10, I11) とする。このとき、

X1 = 1I1 , X2 = 1I01∪I11

は独立かつ共に 2値分布に従うことを示せ。同様な分割を繰り返し、区間 Is1s2···sn が得
られる。そこで、

Jn =
⋃

s1,..,sn−1=0,1

Is1s2···sn−11, Xn = 1Jn

とすれば、X1, X2, ..., Xn は独立かつ、全て 2値分布を持つ。

問 2.1.2 Ω = {1, 2, 3, 4}, P を Ω 上の離散一様分布、X1 = 1{1,2}, X2 = 1{2,3}, X3 =

1{3,1} とする。X1, X2, X3 は独立でないが、それらのうち任意のふたつは独立であるこ
とを示せ。

例 2.1.2 (二項分布) ある賭けに、確率 p で勝てるとし、同じ賭けを n 回繰り返すと
する。このとき、n 回までに勝った回数 Sn は

Sn = X1 + ... + Xn,

と表せる。但し、 Xj : Ω → {0, 1} (j = 1, .., n)は独立かつ、それぞれは２値分布（例
1.1.3）に従うとする。このとき、

P (Sn = k) =
∑

s1,...sn=0,1
s1+..+sn=k

P (X1 = s1, ..., Xn = sn) =
∑

s1,...sn=0,1
s1+..+sn=k

P (X1 = s1) · · ·P (Xn = sn)︸ ︷︷ ︸
(1)

.
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上式 (1) の n 個の確率のうち、k 個は p, n − k 個は 1 − p だから、

(1) = pk(1 − p)n−k

また、
∑
に参加する s1, .., sn は(

n

k

)
=

n

k!(n − k)!

個（sj = 1 となる j = 1, .., n が k 個あるから）。よって、

P (Sn = k) =

(
n

k

)
pk(1 − p)n−k.

上記 Sn の分布を二項分布 (binomial distribution)と呼ぶ。上式=ρ(k) とすると、簡単
な計算より

ρ(k)

ρ(k − 1)
= 1 +

(n + 1)p − k

k(1 − p)
.

k∗ ∈ N, k∗ ≤ (n + 1)p < k∗ + 1 とすれば

k ≤ k∗ で ρ(k − 1) ≤ ρ(k), k ≥ k∗ で ρ(k) ≥ ρ(k + 1).

従って、k 7→ ρ(k) の「グラフ」は k∗
ほぼ
= (n + 1)p を頂点とする山型で、k∗付近の確率

が大きいことが分る。

定義 2.1.3 Xj : Ω → Sj ⊂ R (j = 1, .., n)を連続確率変数とする。次の条件が成り立つ
とき、X1, .., , Xn は独立 (independent) であるという：全ての区間 Ij ⊂ Sj (j = 1, .., n)

に対し
P (X1 ∈ I1, ..., Xn ∈ In) = P (X1 ∈ I1) · · ·P (Xn ∈ In). (2.3)

Xj の密度を ρj とする。X = (X1, .., , Xn) : Ω → S1 × ... × Sn ⊂ Rn, I = I1 × .. × In

とし (2.3) を書き直すと、

P (X ∈ I) =

∫
I

ρ1(x1) · · · ρn(xn)dx1...dxn

となる。つまり、X1, .., , Xn が独立とは、X が密度

ρ1(x1) · · · ρn(xn)

をもつ連続確率変数であることと同値である。

注１：定義 2.1.3では簡単のため、Sj ⊂ Rとしたが、Sj が多次元の場合も、全く同様
にX1, .., , Xn の独立性を定義できる（定義中の Ij を多次元区間と読み替えればよい）。
注 2：X1, .., , Xn の中に離散と連続確率変数が混在する場合の独立性も定義できる。例
えば X1 が離散、X2 が連続とする場合、X1, X2 が独立とは、全ての s1 ∈ S1, 全ての
区間 I2 ⊂ S2 に対し、次が成立することと定める：

P (X1 = s1, X2 ∈ I2) = P (X1 = s1)P (X2 ∈ I2).
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例 2.1.4 N(0, v) の密度関数 ρ(x) = (2πv)−1/2 exp
(
−x2

2v

)
に対し d 次元正規分布の密

度関数は

(2πv)−d/2 exp

(
−x2

1 + ... + x2
d

2v

)
= ρ(x1) · · · ρ(xd).

従って d 次元ベクトル X = (X1, ..., Xd) が上の密度関数に従うことは、各座標は独立
でかつ、 N(0, v) に従うことと同値である。

命題 2.1.5 Xj ∈ L1(P ) (j = 1, .., n)に対し、積 X = X1 · · ·Xn を考える。X1, .., Xn

が独立なら
X ∈ L1(P ), E[X] = E[X1] · · ·E[Xn]. (2.4)

特に任意の Xi, Xj (1 ≤ i < j ≤ n) について cov(Xi, Xj) = 0.

注：命題 2.1.5の逆は不成立。つまり、X1, .., Xn が独立でなくても命題 2.1.5の結論が
正しいことがある（問 2.1.4,問 2.1.5）。

命題 2.1.5の証明：簡単の為、n = 2 かつ、X1, X2 はともに離散確率変数とする。ま
ず、絶対値をつけて次のように計算する：

E(|X1X2|) =
∑

s∈S1,t∈S2

|st|P (X1 = s,X2 = t)︸ ︷︷ ︸
=P (X1=s)P (X2=t)

=
∑
s∈S1

|s|P (X1 = s)︸ ︷︷ ︸
=E|X1|

∑
t∈S2

|t|P (X2 = t)︸ ︷︷ ︸
=E|X2|

< ∞.

上式が有限であることから、上式の絶対値を全てとり除いた式も意味をもって正しい。
従って E(X1X2) = E(X1)E(X2). これから cov(X1, X2) = 0 も分る (命題 1.4.3)。 2

系 2.1.6 X1, ..., Xn ∈ L2(P ) が独立なら、

var(X1 + ... + Xn) = var(X1) + ... + var(Xn).

証明：mj = EXj,m = m1 + ... + mn とすると、E(X1 + ... + Xn) = m, また

(X1 + ... + Xn − m)2 =

(
n∑

j=1

(Xj − mj)

)2

=
n∑

j=1

(Xj − mj)
2 + 2

∑
1≤i<j≤n

(Xi − mi)(Xj − mj)

上式の平均をとると

var(X1 + ... + Xn) =
n∑

j=1

var(Xj) + 2
∑

1≤i<j≤n

cov(Xi, Xj).

命題 2.1.5を使えば結論を得る。 2

問 2.1.3 例 2.1.2 で、次を示せ：ESn = np, var(Sn) = np(1 − p).
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問 2.1.4 Ω = {1, 2, 3, 4}, P を Ω 上の離散一様分布、

X1(ω) =


+1, ω = 1 なら,

−1, ω = 2 なら,

0, ω = 3, 4 なら.

X2(ω) =


0, ω = 1, 2 なら,

+1, ω = 3 なら,

−1, ω = 4 なら.

とする。次を示せ。(i) X1, X2 は独立ではない。ヒント：{Xj = 1} (j = 1, 2) は排反だ
が、ともに正の確率を持つ。(ii) cov(X1, X2) = 0.

問 2.1.5 U を (0, 2π) 上に一様分布する確率変数、X1 = cos U , X2 = sin U とすると
き、次を示せ。(i) X1, X2 は独立ではない。ヒント：{Xj > 1/

√
2} (j = 1, 2) は排反だ

が、ともに正の確率を持つ。(ii) cov(X1, X2) = 0.

命題 2.1.7 Xj : Ω → Sj は独立確率変数、fj : Sj → R は関数、Yj = fj(Xj) とす
る8(j = 1, .., n)。このとき、f1(X1), ..., fn(Xn) は独立である。

証明：X1, ..., Xn が全て離散型の場合のみ示す9。このとき、f1(X1), ..., fn(Xn) も離散
型だから、(2.1) に該る式を示せばよい。fj(Xj) の値域から、任意に tj をとり、Aj =

{s ∈ Sj ; fj(s) = tj} とおくと、

P (f(X1) = t1, ..., f(Xn) = tn) = P (X1 ∈ A1, ..., Xn ∈ An)
(2.2)
= P (X1 ∈ A1) · · ·P (Xn ∈ An)

= P (f(X1) = t1) · · ·P (f(Xn) = tn).

2

2.2 大数の法則と中心極限定理

• 2.2 節を通じ、Ω を集合、P を Ω 上の確率測度とする。

ある賭けに、確率 p で勝てるとし、同じ賭けを n 回繰り返すとする。このとき、

「経験的勝率」=
n 回までに勝った回数

n

は n が大きいとき、ほぼ p であろう、と直感出来る。この直感を数学的に言うと、2

値分布に従う独立確率変数 X1, X2, ..., Xn に対し、

lim
n

Sn

n
= p, 但し Sn = X1 + ... + Xn. (2.5)

となる。このことを一般的に述べよう。まずは言葉を用意する：

定義 2.2.1 同じ分布をもつ独立確率変数 X1, X2, ..., Xn を iidと呼ぶ10

8厳密に言うと、Xj が連続確率変数なら、fj には「ボレル可測性」と呼ばれる性質を仮定する必要
がある。しかし、応用上現れる関数は全てボレル可測なので、この講義では気にしなくてよい。

9X1, ..., Xn が連続確率変数を含む場合にこの命題を示すには、「可測」という概念に対する予備知識
が必要となる。この講義では立ち入らない。

10independent identically distributed の略。
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次の一般的定理が成立する：

定理 2.2.2 (大数の法則11) X1, X2, ..., Xn ∈ L1(P ) を iid, Sn = X1 + ...+Xn, m = EX

とすると、任意の ε > 0 に対し

lim
n

P

(∣∣∣∣Sn

n
− m

∣∣∣∣ ≤ ε

)
= 1. (2.6)

注 1：一般に、確率変数 Y, Y1, Y2, ... が、任意の ε > 0 に対し

lim
n

P (|Yn − Y | ≤ ε) = 1.

を満たすとき、Yn は Y に確率収束する、と言う。この言葉を使うと、定理 2.2.2の内
容は「Sn/n が 定数 m に確率収束する」と言える。
注 2：定理 2.2.2 は「大数の強法則」（定理 2.2.5）と対比して「大数の弱法則」と呼ば
れる。「大数の強法則」は定理 2.2.2と同じ仮定で「確率１での収束」という、より強
い収束を結論するから、定理 2.2.2よりも良い定理である。しかし、証明も少しレベル
アップするので、本講義では弱法則の方を主に述べ、強法則は興味のある受講者用に
補足として述べるに留める。

定理 2.2.2 の証明：Xj ∈ L2(P ) の場合のみ示す。A = {|Sn

n
− m| > ε} に対し

lim
n

P (A) = 0 を言えばよい。今、

|(Sn/n) − m|2 ≥ ε21A.

よって、平均の単調性・線形性から、

E[|(Sn/n) − m|2] ≥ E[ε21A] = ε2P (A).

従って、上式左辺 → 0 を言えばよい。ところが、

E[|(Sn/n) − m|2] = E[|Sn − nm|2]/n2 ESn=nm
= var(Sn)/n2

更に v = var(Xj) とすると、

var(Sn)
系 2.1.6

=
n∑

j=1

var(Xj) = vn

結局、
E[|(Sn/n) − m|2] = v/n → 0 (n → ∞).

2

X1, X2, ... ∈ L1(P ) を iid, Sn = X1 + ... + Xn, m = EX とする。定理 2.2.2 によ
ると、

n が大きいとき、 Sn の値は mn に近い（誤差 ±εn） (2.7)

ということが分る。実際には Sn は誤差の範囲で、mn より大きくなったり小さくなっ
たりの振動を繰り返す。この状況を見るのが次の中心極限定理である。但し、この定
理では Xj ∈ L2(P ) という仮定が必要となる。

11「大数」は「たいすう」と読む。
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定理 2.2.3 (中心極限定理) X1, X2, ... ∈ L2(P ) を iid, Sn = X1 + ... + Xn, m = EX,

v = var(X) とすると、任意の区間 I ⊂ R に対し

lim
n

P

(
Sn − mn√

vn
∈ I

)
= µ(I), (2.8)

但し、µ は標準正規分布である:

µ(I) =
1√
2π

∫
I

exp(−x2/2)dx.

証明は、フーリエ解析（確率論の言葉では「特性関数」）を使うのが普通であり、確率
論の教科書に譲ることにする。

Y を標準正規分布をもつ確率変数とする。定理 2.2.3 によると、n が大きいとき、

Sn−mn√
vn
の分布は Y の分布（標準正規分布）に近い。

従って、大雑把には

Sn の分布は mn +
√

vnY の分布に近い

と言え、(2.7) における「ズレ」の様子がかなり解明されたことになる。

例 2.2.4 (二項分布の正規近似)勝率 1/2の賭を n回続け、勝つ回数を数える。p = 1/2

に対する2値分布X1, .., Xnに対し Sn = X1+..+Xnがその回数となる。EXj = p = 1/2,

var(Xj) = p(1 − p) = 1/4 だから、定理 2.2.3 より任意の区間 I ⊂ R に対し

(1) lim
n

P

(
2
Sn − (n/2)√

n
∈ I

)
= µ(I), 但し、µ は標準正規分布。

α ∈ (0, 1/2) に対し µ([x(α),∞)) = α を満たす x(α) > 0 をとり、I = [−x(α), x(α)] と
すると、十分大きな n に対し (1) より

(2) P
(
|Sn − (n/2)| ≤

√
nx(α)/2

) ほぼ
= µ([−x(α), x(α)]) = 1 − 2α.

n = 100 とする。例 1.1.9 に挙げた数値 (α = 0.025, α = 0.005) を (2)に代入すると、

P (41 ≤ S100 ≤ 59)
ほぼ
= 0.95, P (38 ≤ S100 ≤ 62)

ほぼ
= 0.99.

勝ち数は、高い確率で 50 回前後であることが分る。
次に n = 16 とし、P (S16 = 8) の近似値を中心極限定理で計算してみる。この際、

k 7→ ρ(k) = P (Sn = k) のグラフは区間 (k − 1
2
, k + 1

2
] 上で定数 ρ(k) をとる階段関数と

考え ρ(k) = P (|Sn−k| ≤ 1
2
)と見做す。この考え方を半整数補正 (histogram correction)

と呼ぶ。例 1.1.9の表より α
ほぼ
= 0.4013 に対し x(α) = 0.25 なので

√
16x(α)/2 = 0.5.

以上と (2) により、近似値は

P (S16 = 8) = P (|S16 − 8| ≤ 0.5︸︷︷︸
=
√

16x(α)/2

)
ほぼ
= 1 − 2α = 0.1974.

P (S16 = 8) の実際の値は、

P (S16 = 8) =

(
16

8

)
1

216
=

16 · 15 · · · 9
8 · 7 · · · 2︸ ︷︷ ︸

=12870

1

65, 536
= 0.19638...
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2.2 節への補足：

定理 2.2.5 (大数の強法則) X1, X2, ... ∈ L1(P ) を iid, m = EX, とすると、確率 1 で、

lim
n

X1 + ... + Xn

n
= m. (2.9)

注： 一般に、ω ∈ Ω に関係した命題 P(ω) があるとする（定理 2.2.5 の場合は、(2.9)

が P(ω)）
確率 1 で P(ω)

とは、P (A) = 1 となる事象 A ⊂ Ω が存在し、ω ∈ A に対し、命題P(ω) が真であるこ
ととする。また、定理 2.2.5 で、「確率 1 で」という部分は重要である。というのは、
(2.9) は必ずしも「全ての ω」では成立しない。実際、(2.5) の例で言うと、

B = {ω ∈ Ω ; 全ての n に対し Xn(ω) = 1}

という事象の上では成立しない（B上での極限= 1）。B は、確率 0 であるが、確率を
度外視した論理的可能性としては存在するから空集合ではない。(2.9) は例えば B の
ような確率 0 の集合を除いて成立するのである。

定理 2.2.5 の証明：L1(P ) の場合の証明は少し長いので、L4(P ) の場合を示すこと
にする。

X̃n = Xn − m S̃n = X̃1 + . . . + X̃n

とおくと、(2.9) は次のように言い換えられる：

(1) lim
n

S̃n/n = 0

確率１で、(1) が成立するには、確率１で、

(2)
∑
n≥1

|S̃n/n|4 < ∞

を言えばよい。そこで、

E[|S̃n|4] =
n∑

i,j,k,`=1

E[X̃iX̃jX̃kX̃`] =
n∑

i=1

E[X̃4
i ] + 6

∑
1≤r<s≤n

E[X̃2
r ]E[X̃2

s ].

第 2の等号を説明しよう。和
∑n

i,j,k,`=1 のうち、多くの項が 0 になる。例えば i, j, k, `

のうち、添字 i が他の添字と異なれば、独立性から

E[X̃iX̃jX̃kX̃`] = E[X̃i]E[X̃jX̃kX̃`] = 0.

結局、0 でない項はE[X̃4
i ] あるいはE[X̃2

r X̃2
s ] = E[X̃2

r ]E[X̃2
s ] (1 ≤ r < s ≤ n) という

形の項だけである。後者のタイプの項に関して i, j, k, ` から r,s を選ぶ方法が 4!
2!2!

= 6

通りある。更に、シュワルツの不等式より

E[X̃2
m]2 ≤ E[X̃4

m] ≤ C, m = 1, 2, ...
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従って、
E[|S̃n|4] ≤ Cn + 3Cn(n − 1),

ここで、ルべーグ積分の結果 (単調収束定理、あるいはフビニの定理を用いる) から、

E

[∑
n≥1

|n−1S̃n|4
]

=
∑
n≥1

E
[
|n−1S̃n|4

]
.

これらを用いると

E

[∑
n≥1

|n−1S̃n|4
]

=
∑
n≥1

E
[
|n−1S̃n|4

]
≤

∑
n≥1

Cn + 3Cn(n − 1)

n4
< ∞,

以上より、
∑

n≥1 |n−1S̃n|4 の平均が有限だから、
∑

n≥1 |n−1S̃n|4 = ∞ となる確率は 0

でなければならない。つまり、確率 1 で (2) が成立する。 2

3 統計学入門

これまで、確率論の立場から、確率変数 X の平均 m = EX や分散 v = var(X) などを
論じてきた。確率論の考え方は確率変数 X の分布が決まれば、平均も分散も決まる、
というものである。これに対して、統計学の考え方はこうである：何らかの分布は存
在するが、分布の正体は勿論、その平均や分散も未知であり、調査によって得られた
データをもとに推定するしかない。確率論が、極端な言い方をすると「創造神」になっ
たつもりで偶然現象を再構築するのに対し、統計学はあくまで人間目線である。
なお、確率論と統計学では、同じものを指すにも違う用語を使うことが多い。主な
のものを対照してみる（確率論 −→ 統計学）

分布 −→ 母集団 (population)

確率変数 −→ 標本 (sample)

平均・分散 −→ 母平均・母分散
iid −→ 無作為抽出された標本

(3.1)

母平均・母分散のように、分布の数学的定義に内在し、その特性を反映する実数値を
母数 (population parameter) と呼ぶ。

3.1 点推定

点推定 (point estimation) とよばれる統計学の手法は、X と同分布の iid X1, X2, ...Xn

を、ひとつ選んだ ω ∈ Ω に対して観測し、X の分布についての情報（母数の値）を知
ろうとすることである。この際、母数の典型例は母平均や母分散である。

定義 3.1.1 次の状況を考える；

• S ⊂ R, µ は S 上の分布で母数 θ ∈ R を持つ ((3.1) のすぐ後を参照)。

• X1, .., Xn は分布 µ に従う iid.

• fn : S × · · · × S︸ ︷︷ ︸
n

→ R (n = 1, 2, ...), Yn = fn(X1, .., Xn).
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何らかの意味で Yn (n → ∞) が θ に近づくとき、Yn を θ の推定量 (estimator) と呼
ぶ。更に、

(a) Yn → θ (確率収束)なら、Yn を一致推定量 (consistent estimator) と呼ぶ。

(b) Yn ∈ L1(P )かつ EYn = θ (n = 1, 2, ...)なら、Ynを不偏推定量 (unbiased estimator)

と呼ぶ。

次に、母平均と母分散に対する推定量として標本平均、不偏分散を導入する。それら
が、実際に推定量となることは 命題 3.1.4 で示す。

定義 3.1.2 X1, ..., Xn ∈ R は、確率変数、あるいは、データとして集められた数値と
する。以下の量を定める：

X =
X1 + ... + Xn

n
(標本平均, sample mean)

|X|2 =
n∑

j=1

X2
j , (平方和, square sum)

〈 X 〉 =
n∑

j=1

(Xj − X)2 (偏差平方和, square sum of deviations)

偏差平方和という言葉も 〈 X 〉 という記号も、一般的でないこの講義独自のものであ
るが、これらを導入する方が後々便利なように思われる。更に12

1
n−1

〈 X 〉 を不偏分散（unbiased variance）と呼ぶ。

次の命題（命題 1.4.3の類似）は簡単だが有用である。例えば、 具体的に与えられた
数値X1, ..., Xn ∈ R から、〈 X 〉 を計算するときにも役立つ。

命題 3.1.3 記号は 定義 3.1.2 の通りとする。

(a) a, b ∈ R, Yj = a + bXj とすると、〈 Y 〉 = b2〈 X 〉.

(b) 〈 X 〉 = |X|2 − nX
2
.

証明： (a): 定義から明らか。
(b):簡単な計算をしてみる：

(1)
n∑

j=1

(Xj − X) =
n∑

j=1

Xj︸ ︷︷ ︸
=nX

−nX = 0,

(2) X2
j = (Xj − X + X)2 = (Xj − X)2 + 2X(Xj − X) + X

2
.

(2) の両辺に、
∑n

j=1 を施し、(1) に注意すると |X|2 = 〈 X 〉 + nX
2
を得る。 2

次に、定義 3.1.2 の標本平均や不偏分散が、母平均、母分散に対し、一致かつ不偏な
推定量であることを示す：

12n でなく、n− 1 で割るのは母分散に対する不偏推定量にする為である（ 命題 3.1.4 参照）。 1
n 〈X 〉

は標本分散（sample variance）と呼ばれるが、この講義では今後登場しない予定である。

23



命題 3.1.4 X1, ..., Xn を iid とする。

(a) X1, ..., Xn ∈ L1(P ), EX = m とするとき、

EX = m, かつ lim
n

X = m (確率収束)

(b) X1, ..., Xn ∈ L2(P ), var(X) = v とするとき、

var(X) = v/n,
1

n − 1
E〈 X 〉 = v,

lim
n

1

n − 1
〈 X 〉 = v. (確率収束)

証明は後回しにして注意と具体例を述べる。
注：定理 2.2.5 を用いれば、上記で「確率収束」とした部分を、より強く「確率１での
収束」に置き換えられる（定理 2.2.5 後の注参照）。ここでは、定理 2.2.2 を用いるの
で、「確率収束」だけを主張する。

例 3.1.5 A 教授が 10 年間担当した微積分の講義で、初年度からの合格者数は

31, 32, 34, 34, 38, 28, 33, 34, 36, 37

だった。合格者数を確率変数 X とみて、X の平均や分散の値を点推定する。但し、試
験の難易度や学生の潜在能力に年度差なしと仮定する。
年度毎の不合格者数は X と同分布の iid X1, ..., Xn (n = 10)の値と考えられる。従っ
て、命題 3.1.4 より標本平均 X, 不偏分散 1

n−1
〈 X 〉 はそれぞれ、母平均、母分散に近

いと考えてよい。全体から、34 を引いて Yj = Xj − 34 は

−3, −2, 0, 0, 4, −6, −1, 0, 2, 3

だから、
n∑

j=1

Yj = −3, |Y |2 = 9 + 4 + 16 + 36 + 1 + 4 + 9 = 79.

よって

• 標本平均=X = 34 + Y = 34 − 0.3 = 33.7.

• 偏差平方和= 〈 X 〉 = 〈 Y 〉 = |Y |2 − nY
2

= 79 − 10 × (−0.3)2 = 78.1.

• 不偏分散= 1
n−1

〈 X 〉 = 78.1/9 = 8.67...

今後この教授が同じ調子で講義を続ければ、合格者数は平均 34 人程度で年度によるば
らつきは ±3 人くらい（

√
8.67... を 3 と概算）と予想される。

問 3.1.1 B 教授が 10 年間担当した微積分の講義で、初年度からの合格者数は

30, 34, 35, 34, 39, 27, 32, 34, 37, 38

だった。この資料について、標本平均=34, 偏差平方和=120, 不偏分散 = 13.333... と
なることを確かめよ。
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例 3.1.6 (東京の夏は暑くなった？ その１) 最近は夏になると報道番組等で 「ヒート
アイランド現象」、「東京の熱帯化」...といった語句を耳にするようになった。この講
義では以後、統計学の立場から、「東京の夏は暑くなった？」をシリーズで検証する。

1950年以来、東京での 8月の平均気温 X◦ C は次の表の通りである13。例えば 1950

年代のデータは一番上の行（横向き）に並んでいる。

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 計
X,1950 年代 26.2 26.7 26.8 25.0 27.0 26.3 25.4 27.3 25.8 26.7 263.2
X,1960 年代 26.4 26.8 28.1 26.6 27.8 26.7 26.9 28.0 26.6 27.2 271.1
X,1970 年代 27.4 26.7 26.6 28.5 27.1 27.3 25.1 25.0 28.9 27.4 270.0
X,1980 年代 23.4 26.2 27.1 27.5 28.6 27.9 26.8 27.3 27.0 27.1 268.9
X,1990 年代 28.6 25.5 27.0 24.8 28.9 29.4 26.0 27.0 27.2 28.5 272.9
X,2000 年代 28.3 26.4 28.0 26.0 27.2 28.1 27.5 191.5

10年毎 (2000 年代は 7年)の標本平均は

26.32, 27.11, 27.00, 26.89 27.29, 191.5/7 = 27.357...

と、少しづつだが確に増加傾向がうかがえる。1980 年以降 10年毎 (2000 年代は 7年)

の偏差平方和を求めてみる。命題 3.1.3 より全体から定数を引いて計算しても結果は同
じである。27 くらい引いて計算すれば簡単そうだと見当をつけて、Y = X − 27 に対
し Y 2 の表を作る：

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 計
Y 2, 1980 年代 12.96 0.64 0.01 0.25 2.56 0.81 0.04 0.09 0 0.01 17.37
Y 2, 1990 年代 2.56 2.25 0 4.84 3.61 5.76 1 0 0.04 2.25 22.31
Y 2, 2000 年代 1.69 0.36 1 1 0.04 1.21 0.25 5.55

これから 1980年代、1990年代、2000年代毎の偏差平方和 〈 X 〉 =〈 Y 〉 は

17.37 − 10 × (26.89 − 27)2 = 17.25,

22.31 − 10 × (27.29 − 27)2 = 21.47,

5.55 − 7 × (27.36 − 27)2 = 4.643.

以上から、1980年代、1990年代、2000年代毎の不偏分散は

17.25/9 = 1.917, 21.47/9 = 2.386, 4.643/6 = 0.774.

従って、それぞれの年代内での気温のばらつきは、平均値 ± で
√

1.917 = 1.385,
√

2.386 = 1.545,
√

0.774 = 0.88.

1990年代は、 ’93年の冷夏、’95年の猛暑など夏の気温の年による変動が大きかったこ
とを記憶しているが、不偏分散の値にもそれが表れている。一方、2000 年以降の夏の
気温には年による変動が小さい。

問 3.1.2 1950年代の東京での 8月の平均気温 X◦ C (例 3.1.6 の表参照) について標本
平均=26.32, 偏差平方和=4.82 を確認せよ。

13出典は気象庁の電子閲覧室（http://www.data.kishou.go.jp/index.htm）
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命題 3.1.4の証明： (a): EX = m は平均の線形性、lim
n

X = m (確率収束) は 定理

2.2.2による。
(b):

(1) var(X)
命題 1.4.3

=
1

n2
var(X1 + ... + Xn)

系 2.1.6
=

1

n2
(var(X1) + ... + var(Xn))︸ ︷︷ ︸

=vn

=
v

n
.

次に E〈 X 〉 を計算する。まず、

E[X2
j ]
命題 1.4.3

= var(Xj) + m2 = v + m2.

j = 1, .., n について和をとると、

(2) E[|X|2] = (v + m2)n.

また、

(3) E[X
2
]
命題 1.4.3

= var(X) + E[X]2 =
v

n
+ m2.

よって、

E〈 X 〉 命題 3.1.3
= E(|X|2) − nE(X

2
)

(2),(3)
= (v + m2)n − (v + m2n) = (n − 1)v.

次に確率収束の部分を示す。|X|2 は平均 v + m2 の iid X2
j (j = 1, .., n) の和なので、

大数の法則より

(4) lim
n

1

n
|X|2 = v + m2 (確率収束)

確率収束が「足し算、掛け算できること（補題 3.1.7）」と (a) を用い、

lim
n

1

n
〈 X 〉 命題 3.1.3

= lim
n

(
1

n
|X|2 − X

2
)

(4),(a)
= v (確率収束)

上記で、 1
n
は 1

n−1
におきかえても同じだから、所期の確率収束が分る。 2

補題 3.1.7 X,Y,Xn, Yn を確率変数とする。このとき、Xn → X, Yn → Y (共に確率収
束)なら、

Xn + Yn → X + Y , XnYn → XY (共に確率収束).

証明：ε > 0 を任意とする。

|Xn + Yn − (X + Y )| ≤ |Xn − X| + |Yn − Y |

より、|Xn +Yn − (X +Y )| ≥ εなら、|Xn −X| ≥ ε/2または、|Yn −Y | ≥ ε/2. 従って、

P (|Xn + Yn − (X + Y )| ≥ ε) ≤ P (|Xn − X| ≥ ε/2) + P (|Yn − Y | ≥ ε/2).

n → ∞ で上式の右辺 → 0. よって左辺 → 0.

|XnYn − XY | ≤ |Xn − X||Yn − Y | + |X||Yn − Y | + |Y ||Xn − X|.
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より、P (|XnYn − XY | ≤ ε) = (1) + (2) + (3), 但し (1),(2),(3) はそれぞれ

P (|Xn − X||Yn − Y | ≥ ε/3), P (|X||Yn − Y | ≥ ε/3), P (|Y ||Xn − X| ≥ ε/3)

である。これらが全て → 0 となることを言う。

(1) ≤ P (|Xn − X| ≥
√

ε/3) + P (|Yn − Y | ≥
√

ε/3).

よって、lim
n

(1) = 0. また、M > 0 に対し、

(2) ≤ P (|X| ≥ M/3) + P (|Yn − Y | ≥ ε/M).

n → ∞ とした後で、M → ∞ とすれば、lim
n

(2) = 0 が分る。同様に、lim
n

(3) = 0. 以

上より、結論を得る。 2

3.2 区間推定

区間推定の考え方を説明するため 例 3.1.5 のデータをもう一度用いる。

例 3.2.1 ある教授が 10 年間担当した微積分の講義で、初年度からの合格者数は

31, 32, 34, 34, 38, 28, 33, 34, 36, 37

だったそうだ。合格者数を近似的に確率変数X ≈ N(m, v) とみた場合、m, v はどんな
値か？上の値は iid X1, ..., Xn (n = 10) の値と考えられ、例 3.1.5の計算より

X = 33.7,
1

n − 1
〈 X 〉 = 8.67.

今、v = 9 と仮定した場合、X = 33.7 はどの程度、実際の m に近いと言えるのかを考
える。

その為に次の結果を用いる。

命題 3.2.2 X1, ..., Xn を N(m, v) に従う iid とすると, その標本平均X = 1
n

∑n
j=1 Xj

に対し
X ≈ N(m, v/n),

√
n/v(X − m) ≈ N(0, 1).

証明は後回しにし、応用を先に述べる。この結果を用い、N(m, v) （v は既知） に従
う標本X1, ...Xn の値からm の値を推定する方法を述べよう。µ を標準正規分布、また
α ∈ (0, 1/2] に対し

µ([x(α),∞)) = α 即ち µ([−x(α), x(α)]) = 1 − 2α

とする (このような x(α) は正規分布表で探す)。そこで、I = [−x(α), x(α)] とする。命
題 3.2.2の結果から

P

√
n/v(X − m) ∈ I︸ ︷︷ ︸

(∗)

 = µ(I) = 1 − 2α.
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更に、(∗) をm について解いた形に書き直し、

P (m ∈ J) = 1 − 2α,

但し、
J = [X − x(α)

√
v/n, X + x(α)

√
v/n]. (3.2)

区間 (3.2) を、m の推定に関して信頼率 (confidence level) 100× (1− 2α) % の 信頼区
間 (confidence interval) （略して 「100 × (1 − 2α) % 信頼区間」）と言う。また、「信
頼率 100 × (1 − 2α) % 」の代りに「信頼係数 (confidence coefficient) 1 − 2α 」と言う
こともある。

注：信頼率は高い方が良い。一方、信頼区間は小さい方が良い（推定しようとしている
未知母数の範囲が絞りこめるから）。ところが、信頼率を高めると、その分、信頼区間
は広がってしまう。

例 3.2.1 の続き：例 3.2.1 の数値がN(m, v) (v = 9) に従う n = 10 個の標本と仮定す
る。m の値に対し 90 % および 95 % の信頼区間を求める14。
信頼率 90 % なら、100(1 − 2α) = 90 だから α = 0.05. そこで x(0.05) = 1.645 より

x(α)
√

v/n = 1.645 × (3/
√

10) = 1.645 × 0.9486 = 1.561

この値と X = 33.7 を (3.2) に代入し、求める信頼区間は [32.1, 35.3] である。
一方、信頼率 95 %なら 100(1−2α) = 95だから α = 0.025. そこで、x(0.025) = 1.96

を用いて上と同様に求めた信頼区間は [31.8, 35.6] である。

問 3.2.1 B 教授が 10 年間担当した微積分の講義で、初年度からの合格者数は

30, 34, 35, 34, 39, 27, 32, 34, 37, 38

だった。このデータがN(m, v) (v = 13) に従う n = 10 個の標本と仮定する。例 3.2.1

を参考にし、m の値に対し 90 % および 95 % のの信頼区間を、手順を説明しつつ求
めよ。

以下で命題 3.2.2を示す。確率論の教科書等にはフーリエ変換（特性関数）による簡単
な証明が載っているが、ここでは初等的な積分計算で示す。

補題 3.2.3 連続確率変数 Xj : Ω → R (j = 1, 2) が独立かつ、それぞれの密度は ρj と
する。このとき、X = X1 + X2 は次の密度を持つ連続確率変数である：

ρ(x) =

∫
R

ρ1(x − y)ρ2(y)dy.

任意の区間 I ⊂ R に対し

(1) P (X ∈ I) =

∫
x,y∈R
x+y∈I

ρ1(x)ρ2(y)dxdy =

∫
R

(∫
x+y∈I

ρ1(x)dx

)
ρ2(y)dy

14以下、等号 = は厳密な等号ではなく、有効数字に満たない誤差を含む。ここでは最後の答えを有効
数字 3 桁で出すために、途中の計算は有効数字 4 桁までとる。
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上の積分の (...) で、y を固定し、x 7→ x − y と平行移動すると、∫
x+y∈I

ρ1(x)dx =

∫
I

ρ1(x − y)dx.

これを再び (1) に代入し、積分順序を交換すると、

P (X ∈ I) =

∫
I

(∫
R

ρ1(x − y)ρ2(y)dy

)
︸ ︷︷ ︸

=ρ(x)

dx

2

補題 3.2.4 確率変数 X1, X2 が独立かつ Xi ≈ N(mi, vi) (i = 1, 2) なら、X1 + X2 ≈
N(m1 + m2, v1 + v2).

証明：補題 3.2.3 の記号と結果を用いる。ρj(x) = 1√
2πvj

exp
(
− (x−mj)

2

2vj

)
に対し

ρ(x) =
1√
2πv

exp

(
−(x − m)2

2v

)
但し m = m1 + m2, v = v1 + v2

を言えばよい。補題 3.2.3で得られた ρ の積分表示に ρ1, ρ2 を当てはめると、

ρ(x) =
1

2π
√

v1v2

∫
R

exp

(
−(x − y − m1)

2

2v1

− (y − m2)
2

2v2

)
dy.

指数の肩を積分変数 y − m2 について平方完成する：

(x − y − m1)
2

v1

+
(y − m2)

2

v2

=
v

v1v2

(
y − m2 −

(x − m)v2

v

)2

+
(x − m)2

v
.

上式を代入して積分する。平行移動すれば y − m2 − (x−m)v2

v
を y にできて、

ρ(x) =
1

2π
√

v1v2

exp

(
−(x − m)2

2v

) ∫
R

exp

(
− vy2

2v1v2

)
dy =

1√
2πv

exp

(
−(x − m)2

2v

)
.

2

命題 3.2.2の証明：補題 3.2.4を繰り返し適用すればX1 + ... + Xn ≈ N(mn, vn) を得
る。これと 問 1.2.1 より結論を得る。 2

3.3 仮説検定

もし、あなたと私が次のような賭をしたとする。

例 3.3.1 硬貨を投げて表が出ればあなたの勝ち、裏ならの私の勝ちとする。一回につ
き 1000 円賭け、 n 回勝負。これは双方にとって勝率 p = 1/2 の賭...の筈である。

ところが n 回勝負 (n は十分大とする)の後あなたの全敗だったら、あなたは

「いかさま」（勝率 p = 1/2 というのは偽り）だ！

と思うだろうし、あなたの全勝なら、逆に私がそう思うだろう。
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p = 1/2 なら極めて稀にしか起らない筈の事象が実際に起ったのだから、実
は p = 1/2 ではない

と思えたわけである。この考え方を統計の言葉で、帰無仮説 (null hypothesis)の棄却、
あるいは対立仮説 (alternative hypothesis)の採択という。帰無仮説とは今の場合の「勝
率 p = 1/2」のように、棄却しようとする仮説である。これに対し帰無仮説の否定（今
の場合、勝率 p 6= 1/2）が対立仮説であり、採択しようとする仮説である。
では、あなたが何勝以下、或いは何勝以上なら、どちらかがこの賭を「いかさま」と
思う（帰無仮説 p = 1/2 を棄却する）のか？あなたの勝数 X に対し

A = {0, ..,m} ∪ {n − m, ..., n}, P (X ∈ A) = α (3.3)

とする（m > n/2）。このとき、確率 α が著しく小さいにもかかわらず X ∈ A が起
こったときに仮説を棄却するのが妥当である。この際、この判断が誤りである（賭が公
平なのに、たまたま X ∈ A が起ったため「いかさま」と判断する）確率が α である。

定義 3.3.2 X : Ω → S ⊂ R を確率変数とする。

(a) 集合 A ⊂ S を適切に設定し、X ∈ A が起れば仮説を棄却、起きなければ採択す
るという判断を仮説検定 (test)という。

(b) 帰無仮説が正しいのに棄却することを第一種の誤り、帰無仮説が正しくないのに
採択することを第二種の誤りという。

(c) 上記 (a) の A を棄却域 (critical region),α = P (X ∈ A) を危険率または有意水準
(level of significance) という。α は第一種の誤りの発生確率である。

注：同じ仮説を同じデータに基づいて検定しても、棄却域 A のとり方が違えば検定結
果（棄却か採択か？）が異なる場合がある。棄却域 A が大きいほど仮説は棄却されや
すいが、その分危険率 α = P (A) も大きくなる。

例 3.3.1の続き：例えば、先程の設定 (3.3)で、n = 10 とし勝率 p についての仮説
p = 1/2 が危険率 0.1 以下で棄却される（あなたと私のどちらかが賭を「いかさま」と
判断する）ようなmを求めよう。仮説 p = 1/2に基づけばあなたの勝ち数 X はn = 10,

p = 1/2の二項分布（例 2.1.2）に従う。そこで、ρ(k) = P (X = k)とすると、危険率は

α = P (X ∈ A) =
∑
k≤m

(ρ(k) + ρ(10 − k)) = 2
∑
k≤m

ρ(k)

（最後の変形で ρ(k) = ρ(10 − k) を用いた）。更に、

ρ(0) = 1/210 = 1/1024, ρ(1) = 10/1024, ρ(2) =

(
10

2

)
/1024 = 45/1024 (3.4)

より

2(ρ(0) + ρ(1)) = 11/512 < 0.1, 2(ρ(0) + ρ(1) + ρ(2)) = 56/512 > 0.1.

従って m = 1 （あなたの勝ち数が 1 回以下、或いは 11 回以上）である。
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注：仮説検定は、数学の証明で使う「背理法」とよく似ている。例えば
√

2 が無理数で
あることを示すために、敢えて正しくない仮定「

√
2 は有理数」から出発して矛盾を導

くのが背理法である。上の例では p = 1/2 という正しくないと思われる仮定 p = 1/2

から出発して、実際のデータとの「統計的矛盾」を導いている。危険率 α が小さい程、
「統計的矛盾」が大きいと言える。

帰無仮説のとり方により、適切な棄却域の形も変ることを次の例で示す。

例 3.3.3 例 3.3.1の賭けで、硬貨に偏りがあるかも知れず表が出る確率（=あなたの勝
率) p は 1/2 と言いきれないとする。更に、あなたがこの賭けが自分に不利（p < 1/2）
なのでは？と思い、実際に不利なことを検定により示したいとする。これは、p ≥ 1/2

を帰無仮説として棄却（p < 1/2 を対立仮説として採択）することである。このときの
棄却域 A は (3.3) の替りに

A = {0, ..,m} (3.5)

とするのが妥当だ（m < n/2）。n = 10 とし勝率 p についての仮説 p ≥ 1/2 が危険率
0.1 以下で棄却される（あなたがこの賭を自分に不利と判断する）ようなm を求めよ
う。上の A に対する危険率は

α = P (X ∈ A) =
∑
k≤m

ρ(k).

そこで、(3.4) の計算結果に加え

ρ(3) =

(
10

3

)
/1024 = 120/1024,

を参照すると、

ρ(0) + ... + ρ(2) = 56/1024 < 0.1, ρ(0) + ... + ρ(3) = 176/1024 > 0.1.

従って m = 2 （あなたの勝ち数が 2 回以下）である。

仮説検定における棄却域の選び方は、典型的には次の 2種類である：

(a) 両側検定：(3.3) のようにX が大き過ぎる値と小さ過ぎる値を併せたもの（分布の
グラフに対し両方の裾野）を棄却域とする。

(b) 片側検定：(3.5) のように、X が小さ過ぎる値、あるいは大き過ぎる値どちらかだ
け（分布のグラフに対し片方の裾野）を棄却域とする。

問 3.3.1 勝率 pの賭を 12回行いあなたの勝数が k だったとする。(i)帰無仮説 p = 1/2

が危険率 0.1 以下で棄却されるような k の範囲を、手順を説明しつつ求めよ。ヒント：
例 3.3.1 (ii) 帰無仮説 p ≥ 1/2 が危険率 0.1 以下で棄却されるような k の範囲を、手順
を説明しつつ求めよ。ヒント：例 3.3.3
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4 χ2 分布による推定と検定

4.1 準備–Γ 分布

統計学には、正規分布をはじめ既に本講義に表れた分布以外にも、色々な分布が登場
する。本小節は、今後本講義に現れる様々な分布の計算に対する数学的基礎となる。

定義 4.1.1 a > 0, r > 0 に対し、(0,∞) 上の分布 γr,a を次のように定める：

γr,a(I) =
ra

Γ(a)

∫
I

xa−1e−rxdx, I は区間、I ⊂ (0,∞).

但し Γ(a) はガンマ関数である：

Γ(a) =

∫ ∞

0

xa−1e−xdx, a > 0.

今後、添字を見易くするため γr,a を γ(r, a) と書くこともある。

注：γ(r, 1) 分布は径数 r の指数分布である。

問 4.1.1 γ(r, a) に従う確率変数 X に対し、EX = a/r, var(X) = a/r2 を示せ。

問 4.1.2 γ(r, a) に従う確率変数 X に対し、X/s ≈ γ(rs, a) (s > 0)を示せ。

問 4.1.3 (?) a > 0 は整数、λ ≥ 0 とするとき、等式：γ1,a((0, λ]) =
∑

n≥a e−λλn/n! を
示せ。ヒント：左辺、右辺をそれぞれ f(λ), g(λ) とし、f ′ = g′ かつ f(0) = g(0) を言
えばよい。

命題 4.1.2 X が確率変数、X ≈ N(0, v) ならX2 ≈ γ( 1
2v

, 1
2
).

命題 4.1.3 X,Y が独立かつ分布が γ(r, a), γ(r, b) なら、X + Y ≈ γ(r, a + b).

以下で 命題 4.1.2,命題 4.1.3 を示す。

補題 4.1.4 X : Ω → S は密度 ρ をもつ連続確率変数、α > 0, Y = |X|1/α とする。

(a) S = (0,∞) なら、Y は密度 αρ(xα)xα−1 をもつ連続確率変数である。

(b) S = R, ρ が偶関数なら、Y は密度 2αρ(xα)xα−1 をもつ連続確率変数である。

証明：(a):区間 I ∈ (0,∞)を任意、その端点を s, t (s ≤ t)とする。また、J = {xα ; x ∈ I}
とおく。このとき、

P (Y ∈ I) = P (X ∈ J) =

∫
J

ρ(y)dy = α

∫
I

ρ(xα)xα−1.

(b): 区間 I ∈ [0,∞) を任意、その端点を s, t (s ≤ t) とする。また、J = {xα ; x ∈ I}
とおく。このとき、

P (Y ∈ I) = P (|X| ∈ J) = 2

∫
J

ρ(y)dy = 2α

∫
I

ρ(xα)xα−1.

2
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命題 4.1.2の証明:

X2 の密度
補題 4.1.4(b) で

α=1/2
=

1√
2πv

e−
x
2v x−1/2

Γ(
1
2
)=

√
π

=

(
1
2v

)1/2

Γ(1
2
)

e−
x
2v x−1/2.

上式右辺は γ( 1
2v

, 1
2
) の密度である。 2

補題 4.1.5 連続確率変数 Xj : Ω → (0,∞) (j = 1, 2) が独立かつ、それぞれの密度は
ρj とする。このとき X = X1 + X2 は次の密度を持つ連続確率変数である：

ρ(x) =

∫ x

0

ρ1(x − y)ρ2(y)dy.

証明： 補題 3.2.3 と同様。 2

命題 4.1.3の証明: ベータ関数 B(a, b) を次で定める：

B(a, b) =

∫ 1

0

xa−1(1 − x)b−1dx, a > 0, b > 0.

このとき、次の公式がよく知られている：

(1) B(a, b) =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a + b)

以下でわかるように、命題 4.1.3の証明は公式 (1)の証明を含んでいる。補題 4.1.5より

(2) X + Y の密度 =
ra+be−rx

Γ(a)Γ(b)

∫ x

0

(x − y)a−1yb−1dy =
ra+bxa+b−1e−rx

Γ(a)Γ(b)
B(a, b)

(2) の右辺は確率変数の密度だから x ∈ (0,∞) について積分すると 1 になる。従って、

Γ(a + b)B(a, b)

Γ(a)Γ(b)
= 1,

即ち (1) を得る。これを (2) に代入すると、

(2)の右辺 =
ra+b

Γ(a + b)
xa+b−1e−rx = γ(r, a + b) の密度.

2

4.2 正規母集団の分散を推定–χ2 分布

4.2 節では、定義 3.1.2 の記号に加え、4.1 節の内容を用いる。これらを復習しておく
と理解しやすくなるだろう。

例 4.2.1 2000 年代の東京での 8月の平均気温 X◦ C は次の表の通りである。

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 計
X,2000 年代 28.3 26.4 28.0 26.0 27.2 28.1 27.5 191.5

上の値を iid X1, ..., Xn (n = 7) の値と考え、Xj ≈ N(m, v) （m, v ともに未知）と
仮定する。今後の気温変動は ±

√
v 程度と予想できるが、v の値について信頼区間を求

めたい。
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そのために、以下の一般論を用いる：

定義 4.2.2 分布 N(0, 1) の iid X1, ..., Xn に対し平方和 X2
1 + ... + X2

n の分布を自由度
n の χ2 分布と呼び、χ2

n と記す。

実は、自由度 n の χ2 分布 χ2
n は Γ-分布（定義 4.1.1）の特別な場合である。

定理 4.2.3 χ2
n = γ(1/2, n/2).

証明：X1, ..., Xn が分布 N(0, 1) の iid なら、X2
1 , ..., X

2
n は分布 γ(1

2
, 1

2
) の iid (命題

4.1.2). 従って、命題 4.1.3 を繰り返し適用すれば、

X2
1 + ... + X2

n ≈ γ(1
2
, n

2
).

以上より結論を得る。 2

簡易 χ2 分布表：µ = χ2
n, α ∈ (0, 1) とするとき、µ([x(α),∞)) = α をみたす x(α) の

近似値を、この講義に間に合う範囲で挙げておく。より詳しい表は、統計学の教科書
巻末等を参照せよ。

α =0.975 α =0.95 α =0.05 α =0.025

n =3 0.216 0.352 7.815 9.348

n =6 1.237 1.635 12.592 14.449

n =9 2.700 3.325 16.919 19.023

次の定理は、正規母集団の分散を推定するための数学的基礎となる：

定理 4.2.4 X1, ..., Xn を分布 N(m, v) の iid, それらに関する標本平均、偏差平方和を

X =
1

n

n∑
j=1

Xj, 〈 X 〉 =
n∑

j=1

(Xj − X)2

とする (定義 3.1.2参照)。このとき、

X, 〈 X 〉/v は独立で、分布はそれぞれN(m, v/n), χ2
n−1.

証明は後回しにし、応用を先に述べる。この結果を用い、N(m, v)（m, v ともに未知）
に従う標本 (iid) X1, ..., Xn の値から v の値を推定する方法を述べよう。µ = χ2

n−1, ま
た α ∈ (0, 1) に対し

µ([x(α),∞)) = α 従って α < 1/2 なら µ([x(1 − α), x(α)]) = 1 − 2α

とする（このような x(α) は χ2 分布表で探す）。今、α < 1/2, I = [x(1 − α), x(α)] と
する。定理 4.2.4 の一部 〈 X 〉/v ≈ χ2

n−1 から

P (〈 X 〉/v ∈ I) = µ(I) = 1 − 2α.

更に、〈 X 〉/v ∈ I を v について解いた形に書き直し、

P (v ∈ J) = 1 − 2α,
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但し、
J = [〈 X 〉/x(α), 〈 X 〉/x(1 − α)]. (4.1)

つまり、区間 (4.1) が v の推定に関する 100 × (1 − 2α) % 信頼区間である。

例 4.2.1の続き：例 4.2.1 の v の値に対し 90 % および 95 %信頼区間を求める。90 %

信頼区間を求めるには 100(1− 2α) = 90 だから α = 0.05, 1− α = 0.95 に対し χ2
6 の分

布表から探した値
x(0.95) = 1.635, x(0.05) = 12.59

を用いる。同様に 95 % 信頼区間を求めるには

x(0.975) = 1.237, x(0.025) = 14.45

を用いる。これらの値と 〈 X 〉 = 4.643 (例 3.1.6 で求めた)を (4.1) に代入し、

90 % 信頼区間 [0.369, 2.840], 95 % 信頼区間 [0.321, 3.753]

を得る。実際の気温変動は±
√

v であり、
√

v に対し

90 % 信頼区間 [0.607, 1.685], 95 % 信頼区間 [0.567, 1.937]

である。

問 4.2.1 1990 年代、東京での 8月の平均気温 X◦ C は次の表の通りである。

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 計
X,1990 年代 28.6 25.5 27.0 24.8 28.9 29.4 26.0 27.0 27.2 28.5 272.9

例 4.2.1 を参考に、分散 v の値に対し 90 % および 95 % 信頼区間を、手順を説明し
つつ求めよ。

以下で 定理 4.2.4 を示す。

補題 4.2.5 E1, ..., Em は Rn の部分線形空間、P1, ..., Pm は n× n 実行列で次を満たす
とする。

Rn = E1 ⊕ ... ⊕ Em (直交直和)

x ∈ Eβ なら Pαx = δα βx, α, β = 1, ...,m

このとき、N(0, 1) に従う iid X1, ..Xn を縦に並べたベクトルX = (Xj)
n
j=1 に対し、

(a) P1X, ..., PmX は独立、従って |P1X|2, ..., |PmX|2 も独立。

(b) |PαX|2 ≈ χ2
n(α) (α = 1, ...,m), 但し n(α) は Eα の次元。

注： Pα に関する条件は、Pα が Eα への直交射影であることと同値である。

補題 4.2.5 の証明：記号短縮ため、N(1) = 0, N(α) = n(1)+ ...+n(α−1) (2 ≤ α ≤ m)

と書く。各 α = 1, ..,m に対し Eα の正規直交基底 uk (k = N(α)+1, ..., N(α+1))をと
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り、Rnの正規直交基底 u1, ..., unを得る。それらを並べて出来る直交行列 U = (u1, ...un)

を考えると、U の作り方から、

各 α = 1, ..,m に対し PαU = UQα,

但し Qα はN(α) + 1 ≤ i ≤ N(α + 1) に対し (i, i) 成分が 1, その他の成分は全て 0 と
いう行列である。Pα = UQαU∗ およびX の分布の回転不変性（問 1.2.5）より、

(1) (P1X, ..., PmX) = (UQ1U
∗X, ..., UQmU∗X)と (UQ1X, ..., UQmX)は同分布（Rmn-

値確率変数として）。

一方、 QαX の成分は、

0, .., 0,︸ ︷︷ ︸
N(α)

XN(α), .., XN(α+1),︸ ︷︷ ︸
n(α)

0, .., 0,︸ ︷︷ ︸
n−N(α+1)

だから Q1X, ..., QmX は独立である。従って

(2) UQ1X, ..., UQmX は独立である。

(1),(2) より (a) を得る。更に、各 α = 1, ..,m に対し

|UQαX|2 = |QαX|2 = X2
N(α)+1 + ... + X2

N(α+1)

の分布は χ2
n(α). ところが、(1) より |PαX|2 と |UQαX|2 は同分布。故に (b)を得る。2

定理 4.2.4 の証明：X ≈ N(m, v/n)は既知（命題 3.2.2）。そこで、その他の主張を示す。
まず、m = 0, v = 1 に帰着することを言う。実際 Yj = (Xj − m)/

√
v, Y = (Y1, ..., Yn)

とすれば Yj は N(0, 1) に従う iid で

X = m + Y
√

v, 〈 X 〉/v = 〈 Y 〉.

従って、Y に対する結果を示せば X についても示せたことになる。
上記考察より、以後は m = 0, v = 1 と仮定、更に n×n 行列P は全ての成分は 1/n

とする。P はベクトル e = (1, ..., 1) が生成する一次元部分空間 E への直交射影であ
る。このとき、

PX = Xe, |(1 − P )X|2 = 〈 X 〉
より、次のふたつを示せば証明が終る：

(a) PX, (1 − P )X は独立。

(b) |(1 − P )X|2 ≈ χ2
n−1.

ところが、P , 1−P はそれぞれ E, E⊥ への直交射影だから補題 4.2.5 より上記 (a),(b)

を得る。 2

4.3 適合度検定

データとして集まった数字が、ある分布に適合するかどうかの検定法を述べる。

例 4.3.1 日本人の O, A, B, AB, 型 の比率は大体 3:4:2:1, より詳しくは

31 : 38 : 22 : 9

である。血液型比率を世界全体でみると O 型は多く、AB 型は少ないが、比率は地域
によって違う15。また、日本国内では、A型は西日本 、B 型は東日本に多いと言われ

15「国別血液型比率」（http://homepage2.nifty.com/tabbycats/blood/world.htm）参照。
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ている。さて、X 県で、県民 1000 人ので血液検査を行ったところO, A, B, AB, 型の
人数はそれぞれ

288, 396, 210, 106

だったとする。この比率は日本人全体の比率と違うと言えるか？

χ2 分布による検定法を述べ、それを上記の例に適用する。
Xj : Ω → S ⊂ R (j = 1, .., n)を iid,

S = A1 ∪ ... ∪ Ak, α 6= β ⇒ Aα ∩ Aβ = ∅
pα = P (Xj ∈ Aα), α = 1, .., k,

Sn,α =
n∑

j=1

1{Xj∈Aα}

とする。更に pα, α = 1, .., k とは別に

qα ≥ 0, α = 1, .., k, q1 + .. + qk = 1

を考える。先の例と対応は

X 県民を血液型 A1, ...Ak で分類した。

X 県民の血液型 A1, ...Ak の比率は p1, .., pk,

実際に X 県民 n 人を調査したら Aα 型の人が Sn,α 人、

日本全体の血液型 A1, ...Ak の比率は q1, .., qk.

となる。

定理 4.3.2

Zn =
k∑

α=1

(Sn,α − nqα)2

nqα

(4.2)

とおくと、任意の x ∈ (0,∞) に対し

lim
n

P (Zn ≤ x) =

{
µ((0, x]), qα = pα, α = 1, .., k のとき
0, 上記以外のとき

但し µ は χ2
k−1 分布である。

この定理の証明は、例えば [稲垣, 278 頁] を参照せよ。

さて、Sn,α, α = 1, .., k の値がデータとして与えられたとき、そのデータから、帰無
仮説 pα = qα, α = 1, .., k を危険率 α で検定する方法は次の通り。
データ Sn,α と qα の値を (4.2) に代入し Zn を求める。また、χ2

k−1 分布 µ と α に
対し

µ([x(α), ∞)) = α

となる x(α) を χ2 分布表で求める。定理 4.3.2 より仮説 pα = qα, α = 1, .., k のもとで

P (Zn ≤ x(α))
ほぼ
= µ((0, x(α)]) = 1 − α.
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そこで、

Zn ≤ x(α) なら仮説を採択、Zn > x(α) なら仮説を棄却する。

例 4.3.1の続き：本小節冒頭で述べた X 県民の血液型調査結果が、日本人の血液型の
比率と適合するかを危険率 α = 0.05 で検定する。n = 1000 で

Zn =
(288 − 310)2

310
+

(396 − 380)2

380
+

(210 − 220)2

220
+

(106 − 90)2

90
= 5.529...

一方、χ2
3 に対し x(0.05) = 7.8 だから仮説採択（日本人全体の血液型比率と違うとは

言えない）。

問 4.3.1 ネパールでの O, A, B, AB, 型 の比率は 30 : 37 : 24 : 9 であり、日本の
比率に近い16。では、例 4.3.1 でのべた X 県の血液型比率はネパールでの血液型比率
と違うと言えるか？ 危険率 0.05 での検定結果を、手順を説明しつつ述べよ。

5 F 分布・ t 分布による推定と検定

5.1 正規母集団の分散比を推定–F 分布

例 5.1.1 (東京の夏は暑くなった？ その２) 1990 年以降、東京での 8月の平均気温 X◦

C は次の表の通りである。

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 計
X,1990 年代 28.6 25.5 27.0 24.8 28.9 29.4 26.0 27.0 27.2 28.5 272.9

X,2000 年代 28.3 26.4 28.0 26.0 27.2 28.1 27.5 191.5

1990年代は、 ’93年の冷夏、’95年の猛暑など夏の気温の年による変動が大きかった
が、変動が小さい 2000年以降と比べて年による気温変動の大きさに差があると言え
るか？

この問いに答える為、以下の一般論を用いる：

定義 5.1.2 X,Y が独立かつ分布 χ2
k, χ2

` のとき、
X/k
Y/`
の分布を自由度 (k, `) の F -分布

と呼び、F k
` と記す。標語的には

χ2
k/k

χ2
`/`

≈ F k
` .

定理 5.1.3 Z が分布 F k
` をもつ確率変数なら、

P (Z ∈ I) =

∫
I

ρ(x)dx, ρ(x) =
(k/`)k/2

B(k/2, `/2)

x
k
2
−1(

1 + kx
`

) k+`
2

,

ここで、I ⊂ (0,∞) は任意の区間、B(k/2, `/2) は B-関数である：

B(a, b) =

∫ 1

0

xa−1(1 − x)b−1dx, a > 0, b > 0.

16因に、地理的、歴史的にも日本と関わりが深い韓国での比率は 27 : 32 : 30 : 11 であり、血液型
比率の点では、何故か韓国よりネパールの方が日本に近い。
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証明は本小節末尾に述べる。

簡易 F 分布表：α ∈ (0, 1), 確率変数 Z は F k
` に従うとする。

P (xk
` (α) ≤ Z) = α (5.1)

をみたす xk
` (α) の近似値を、この講義に間に合う範囲で挙げておく。より詳しい表は、

統計学の教科書巻末等を参照せよ。

k = 6 k = 9

` = 6, α = 0.05 4.28 4.10

` = 6, α = 0.025 5.82 5.52

` = 9, α = 0.05 3.37 3.18

` = 9, α = 0.025 4.32 4.03

系 5.1.4 α ∈ (0, 1), 確率変数 Z は F k
` に従うとする。xk

` (α) > 0 を (5.1) で定めると
き、xk

` (1 − α) = 1/x`
k(α).

注: F 分布に対し (5.1) を満たす xk
` (α) > 0 は 教科書巻末等の F 分布表に出ている

が、書いてあるのは α ∈ (0, 1/2) の場合のみである（系 5.1.4 により、α ∈ (0, 1/2) に
対して値が分れば十分）。

証明：定義 5.1.2 より 1/Z ≈ F `
k . 従って

1 − α = P (1/Z < x`
k(α)) = P (1/x`

k(α) < Z) = P (1/x`
k(α) ≤ Z).

よって xk
` (1 − α) = 1/x`

k(α). 2

次の定理は、正規母集団の分散比の推定や検定に対する数学的基礎となる：

定理 5.1.5 k + ` 個の独立確率変数 X1, ..., Xk, X
′
1, ..., X

′
` に対し

X =
1

k

k∑
j=1

Xj, X ′ =
1

`

∑̀
j=1

X ′
j,

〈 X 〉 =
k∑

j=1

(Xj − X)2, 〈 X ′ 〉 =
∑̀
j=1

(X ′
j − X ′)2

と書く。このとき、Xj ≈ N(m, v) (j = 1, .., k), X ′
j ≈ N(m′, v′) (j = 1, .., `) なら

v′(` − 1)

v(k − 1)

〈 X 〉
〈 X ′ 〉

≈ F k−1
`−1 .

証明: 仮定より 〈X 〉, 〈X ′ 〉 は独立かつ定理 4.2.4 より 〈X 〉/v ≈ χ2
k−1, 〈X ′ 〉/v′ ≈ χ2

`−1.

従って 定義 5.1.2 より結論を得る。 2

記号は 定理 5.1.5 の通りとする。X1, ..., Xk, X
′
1, ..., X

′
` の値から分散比 v′/v を推定

する方法を述べよう。確率変数 Z は F k−1
`−1 に従うとし、α ∈ (0, 1) に対し xk−1

`−1 (α) を

P (xk−1
`−1 (α) ≤ Z) = α
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となるよう取る。更に α < 1/2,

I = [xk−1
`−1 (1 − α), xk−1

`−1 (α)]
系 5.1.4

= [1/x`−1
k−1(α), xk−1

`−1 (α)]

とする。定理 5.1.5 から

P

v′(` − 1)

v(k − 1)

〈 X 〉
〈 X ′ 〉

∈ I︸ ︷︷ ︸
(∗)

 = P (Z ∈ I) = 1 − 2α.

更に、(∗) を v/v′ について解いた形に書き直し、

P (v′/v ∈ J) = 1 − 2α,

但し

J =

[
k − 1

(` − 1)x`−1
k−1(α)

〈 X ′ 〉
〈 X 〉

,
(k − 1)xk−1

`−1 (α)

` − 1

〈 X ′ 〉
〈 X 〉

]
(5.2)

つまり、区間 (5.2) が v′/v の推定に関する 100 × (1 − 2α) % 信頼区間である。
帰無仮説 v′ = v を検定する場合、

仮説は v′/v = 1

{
6∈ J なら棄却
∈ J なら採択

}
される (危険率 2α)。

この検定をF 検定、あるいは等分散の検定と言う。

例 5.1.1の続き：2000年代のデータ X1, ..., X7 をN(m, v) (m, v ともに未知) に従う
k = 7 個の標本、同様に 1990年代のデータ X ′

1, ..., X
′
10をN(m′, v′) (m′, v′ ともに未知)

に従う ` = 10個の標本とする。帰無仮説 v′ = vを危険率 0.1で検定する。〈X 〉 = 4.643,

〈 X ′ 〉 = 21.47 (例 3.1.6 参照)より

(k − 1)〈 X ′ 〉
(` − 1)〈 X 〉

=
6 × 21.47

9 × 4.643
= 3.083.

これと、x6
9(0.05) = 3.37, x9

6(0.05) = 4.10 を (5.2) に代入すると、

J = [3.083/4.10, 3.083 × 3.37] 3 1.

従って仮説 v′ = v は採択される（気温変動の大きさに差があるとは言えない）。

問 5.1.1 1950年代、1980年代、東京での 8月の平均気温 X◦ Cは次の表の通りである。

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 計
X,1950 年代 26.2 26.7 26.8 25.0 27.0 26.3 25.4 27.3 25.8 26.7 263.2

X,1980 年代 23.4 26.2 27.1 27.5 28.6 27.9 26.8 27.3 27.0 27.1 268.9

1950 年代と 1980 年代とを比べたとき、気温変動の大きさに差があると言えるか？例
5.1.1を参考に、危険率 0.1 および 0.05 での検定結果を手順を説明しつつ述べよ。

以下で 定理 5.1.3 を示す。
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補題 5.1.6 連続確率変数 Xj : Ω → R (j = 1, 2) が独立かつ、それぞれの密度は ρj と
する。更に X2 は正値とするとき、X = X1/X2 は次の密度を持つ連続確率変数である：

ρ(x) =

∫ ∞

0

ρ1(xy)ρ2(y)ydy.

証明：任意の区間 I ⊂ R に対し

(1) P (X ∈ I) =

∫
z∈R,y>0

z/y∈I

ρ1(z)ρ2(y)dzdy =

∫ ∞

0

(∫
z/y∈I

ρ1(z)dz

)
ρ2(y)dy

上の積分の (...) で、y > 0 を固定し、x = z/y と変換すると、∫
z/y∈I

ρ1(z)dz = y

∫
I

ρ1(xy)dx.

これを再び (1) に代入し、積分順序を交換すると、

P (X ∈ I) =

∫ ∞

0

(
y

∫
I

ρ1(xy)dx

)
ρ2(y)dy =

∫
I

(∫ ∞

0

ρ1(xy)ρ2(y)ydy

)
︸ ︷︷ ︸

=ρ(x)

dx

2

命題 5.1.7 X,Y が独立かつ分布が γ(r, a), γ(s, b) なら、

P (X/Y ∈ I) =

∫
I

ρ(x)dx, ρ(x) =
(r/s)a

B(a, b)

xa−1(
1 + rx

s

)a+b
,

ここで、I ⊂ (0,∞) は任意の区間、B(a, b) は B-関数である。

注：χ2
k = γ(1

2
, k

2
) (定理 4.2.3) だから、χ2

k/k = γ(k
2
, k

2
) (問 4.1.2)。従って 命題 5.1.7で

r = a = k/2, s = b = `/2 とすれば、定理 5.1.3 を得る。

命題 5.1.7の証明：X̃ = rX, Ỹ = sY , t = r/sとおくと、X/Y = (1/t)X̃/Ỹ , また X̃, Ỹ

は独立かつ分布は γ(1, a), γ(1, b) (問 4.1.2). 補題 5.1.6 より X̃/Ỹ は次の密度をもつ：

ρ̃(x) =
1

Γ(a)Γ(b)

∫ ∞

0

(xy)a−1ybe−(1+x)ydy =
xa−1

Γ(a)Γ(b)

∫ ∞

0

ya+b−1e−(1+x)ydy.

右辺の積分で、z = (1 + x)y と変数変換し、Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b)

= B(a, b) を用いると

ρ̃(x) =
1

B(a, b)

xa−1

(1 + x)a+b
.

これに対し X/Y = (1/t)X̃/Ỹ の密度は tρ̃(tx) なので (問 5.1.2)、求めるべき ρ と一致
する。 2

問 5.1.2 S = (0,∞) または S = R 、t > 0, X : Ω → S は密度 ρ をもつ連続確率変数
とするとき、X/t の密度は tρ(tx) であることを示せ。
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5.2 正規母集団の平均を推定–t 分布

例 5.2.1 A 教授が 10 年間担当した微積分の講義で、初年度からの合格者数は

31, 32, 34, 34, 38, 28, 33, 34, 36, 37

だった (例 3.1.5 と同じ)。合格者数を近似的に確率変数X ≈ N(m, v) (m,v ともに未
知)とみてm の 90 % および 95 % 信頼区間を求めたい17。

そのため、以下の一般論を用いる：

定義 5.2.2 確率変数 Y ,Z が独立かつ分布 N(0, 1), χ2
n のとき、

Y√
Z/n
の分布を自由度

n の t-分布と呼び、Tn と記す。標語的には

N(0, 1)√
χ2

n/n
≈ Tn.

定理 5.2.3 確率変数 X の分布が Tn なら、

P (X ∈ I) =

∫
I

ρ(x)dx, ρ(x) =
1

√
nB(n/2, 1/2) (1 + x2/n)

n+1
2

,

ここで、I ⊂ R は任意の区間、B(n/2, 1/2) は B-関数である。

証明は後回しにする。

簡易 t 分布表：µ = Tn, α ∈ (0, 1) とするとき、µ([x(α),∞)) = α をみたす x(α) の近
似値を、この講義に間に合う範囲で挙げておく。より詳しい表は、統計学の教科書巻
末等を参照せよ。

α =0.05 α =0.025

n = 8 1.860 2.306

n = 9 1.833 2.262

n = 15 1.753 2.131

n = 18 1.734 2.101

次の定理は、正規母集団の平均を推定するための数学的基礎となる：

定理 5.2.4 X1, ..., Xn を分布 N(m, v) の iid, それらに関する標本平均、偏差平方和を

X =
1

n

n∑
j=1

Xj, 〈 X 〉 =
n∑

j=1

(Xj − X)2

とする (定義 3.1.2参照)。このとき、√
n(n − 1)

〈 X 〉
(X − m) ≈ Tn−1.

173.2 節では v を既知として m の信頼区間を求めた。
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証明: 命題 3.2.2よりY
def.
=

√
n
v
(X−m) ≈ N(0, 1). また、定理 4.2.4よりZ

def.
= 〈X 〉/v ≈

χ2
n−1 かつ Y, Z は独立。故に√

n(n − 1)

〈 X 〉
(X − m) =

Y√
Z/(n − 1)

定義 5.2.2
≈ Tn−1.

2

記号は 定理 5.2.4 の通りとし、X1, ...Xn の値からm の値を推定する方法を述べよ
う。µ = Tn−1, また α ∈ (0, 1/2) に対し

µ([x(α),∞)) = α 従って µ([−x(α), x(α)]) = 1 − 2α

とする（このような x(α) は t 分布表で探す）。I = [−x(α), x(α)] とすると定理 5.2.4

から

P


√

n(n − 1)

〈 X 〉
(X − m) ∈ I︸ ︷︷ ︸
(∗)

 = µ(I) = 1 − 2α.

更に、(∗) をm について解いた形に書き直し、

P (m ∈ J) = 1 − 2α,

但し、

J =

[
X − x(α)

√
〈 X 〉

n(n − 1)
, X + x(α)

√
〈 X 〉

n(n − 1)

]
. (5.3)

つまり、区間 (5.3) が m の推定に関する 100 × (1 − 2α) % 信頼区間である。

例 5.2.1 の続き：例 3.1.5の計算より X = 33.7, 〈 X 〉 = 78.1. よって√
〈 X 〉

n(n − 1)
=

√
78.1

90
= 0.93154...

また、T9 の分布表より x(0.05) = 1.833, x(0.025) = 2.262. これらの値を (5.3) に代入
して

90 % 信頼区間 [32.02, 35.38], 95 % 信頼区間 [31.59, 35.81]

を得る。

問 5.2.1 B 教授が 10 年間担当した微積分の講義で、初年度からの合格者数は

30, 34, 35, 34, 39, 27, 32, 34, 37, 38

だった（問 3.1.1 参照）。例 5.2.1 を参考にして平均合格者数に対する 90 % および 95

% 信頼区間を、手順を説明しつつ求めよ。

最後に 定理 5.2.3 を示す。実は次の命題を示せば十分である。
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命題 5.2.5 Y, Z は独立確率変数で、Y ≈ N(0, 1), Z ≈ γ(s, b) なら、

P (Y/
√

Z ∈ I) =

∫
I

ρ(x)dx, ρ(x) =
1

√
2sB(b, 1

2
)
(
1 + x2

2s

)b+ 1
2

,

ここで、I ⊂ R は任意の区間、B(b, 1/2) は B-関数である（命題 5.1.7参照）。

注：χ2
n = γ(1

2
, n

2
) (定理 4.2.3) だから、χ2

n/n = γ(n
2
, n

2
) (問 4.1.2)。従って 命題 5.2.5で

s = b = n/2 とすれば 定理 5.2.3 を得る。なお、命題の証明には補題 4.1.4, 補題 5.1.6

を用いるので復習しておくと理解しやすいだろう。

命題 5.2.5の証明：Y の密度は ρ1(x) = 1√
2π

exp(−x2/2). また、Z の密度は sb

Γ(b)
xb−1e−sx

だから
√

Z の密度 ρ2 は 補題 4.1.4 より

ρ2(x) =
2sb

Γ(b)
x2b−1e−sx2

.

従って、Y/
√

Z の密度 ρ(x) は 補題 5.1.6 より

ρ(x) =

∫ ∞

0

ρ1(xy)ρ2(y)ydy =
2sb

√
2πΓ(b)

∫ ∞

0

y2be
−

“

x2

2
+s

”

y2

dy

=
sb

√
2πΓ(b)

∫ ∞

0

zb− 1
2 e

−
“

x2

2
+s

”

z
dz

=
sb

√
2πΓ(b)

Γ(b + 1
2
)(

x2

2
+ s

)b+ 1
2

.

更に、Γ(b + 1
2
) =

Γ(b)Γ(
1
2
)

B(b, 1
2
)

= Γ(b)
√

π

B(b, 1
2
)
を代入して整理すると、所期の形を得る。 2

5.3 正規母集団の平均差を推定

例 5.3.1 (東京の夏は暑くなった？ その３) 1950年代、1980 年代、2000年代、東京で
の 8月の平均気温 X◦ C は次の表の通りである。

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 計
X,1950 年代 26.2 26.7 26.8 25.0 27.0 26.3 25.4 27.3 25.8 26.7 263.2

X,1980 年代 23.4 26.2 27.1 27.5 28.6 27.9 26.8 27.3 27.0 27.1 268.9

X,2000 年代 28.3 26.4 28.0 26.0 27.2 28.1 27.5 191.5

平均温度は上昇したと言えるだろうか？

この問いに答える為、以下の一般論を用いる：
次の定理は、正規母集団の平均差を推定するための数学的基礎となる。証明は本小
節末尾に述べる。

定理 5.3.2 n = k + ` 個の独立確率変数 X1, ..., Xk, X
′
1, ..., X

′
` についてXj ≈ N(m, v)

(j = 1, .., k), X ′
j ≈ N(m′, v) (j = 1, .., `) を仮定する（Xj とX ′

j の母分散は共に v であ
ることに注意）。また、

X =
1

k

k∑
j=1

Xj, X ′ =
1

`

∑̀
j=1

X ′
j, D = X − X ′, δ = m − m′,
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〈 X 〉 =
k∑

j=1

(Xj − X)2, 〈 X ′ 〉 =
∑̀
j=1

(X ′
j − X ′)2, S = 〈 X 〉 + 〈 X ′ 〉

と書く。このとき、 √
k`(n − 2)

nS
(D − δ) ≈ Tn−2.

証明は本小節末尾で述べる。

記号は 定理 5.3.2 の通りとし、m,m′, v は未知とする。X1, ..., Xk, X
′
1, ..., X

′
` の値か

ら平均差 δ = m − m′ を推定する方法を述べよう。µ = Tn−2, α ∈ (0, 1/2) とし、x(α)

は
µ([x(α),∞)) = α 従って µ([−x(α), x(α)]) = 1 − 2α

を満たすとする（このような x(α) は t 分布表で探す）。そこで I = [−x(α), x(α)] とす
ると、定理 5.3.2 から

P


√

k`(n − 2)

nS
(D − δ) ∈ I︸ ︷︷ ︸

(∗)

 = µ(I) = 1 − 2α.

更に、条件 (∗) を δ について解いた形に書き直し、

P (δ ∈ J) = 1 − 2α,

但し、

J =

[
D − x(α)

√
nS

k`(n − 2)
, D + x(α)

√
nS

k`(n − 2)

]
. (5.4)

つまり、区間 (5.4) が δ の推定に関する 100× (1− 2α) % 信頼区間である。特に k = `

なら k`(n−2)
n

= k(k − 1). よって、(5.4) は次のように簡略化される：

J =

[
D − x(α)

√
S

k(k − 1)
, D + x(α)

√
S

k(k − 1)

]
. (5.5)

帰無仮説 m = m′ を危険率 2αで検定する場合、

0 6∈ J , すなわち |D| > x(α)

√
nS

k`(n − 2)
なら仮説を棄却し、

0 ∈ J , すなわち |D| ≤ x(α)

√
nS

k`(n − 2)
なら仮説を採択する。

この検定を等平均の検定と言う。

注： 定理 5.3.2 では、Xj とX ′
j の母分散は等しいと仮定する。従って、実際のデータ

に定理 5.3.2 を適用して、推定や検定を行う際には、予め等分散の検定（5.1 節参照）
で、そう仮定してもよいことを確かめる必要がある。
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例 5.3.1の続き：まず 1980 年代と 2000年代を比べる。2000年代のデータX1, .., Xk を
N(m, v) (m, v ともに未知)に従う k = 7個の標本、同様に 1980年代のデータ X ′

1, .., X
′
`

をN(m′, v′) (m′, v′ ともに未知) に従う ` = 10 個の標本とする。例 5.1.1 と同様に等
分散の検定を行えば、2000年代と 1980年代の分散に有意差がないことが分る18。よっ
て v = v′ と仮定してよい。帰無仮説 m = m′ を危険率 0.05 (α = 0.025) で検定する。
例 3.1.6 の計算結果から、

D = X − X ′ = 27.36 − 26.89 = 0.47,

S = 〈 X 〉 + 〈 X ′ 〉 = 4.64 + 17.25 = 21.89.

また T15 の分布表より x(0.025) = 2.131. よって

x(0.025)

√
nS

k`(n − 2)
= 2.131

√
17 × 21.89

1050︸ ︷︷ ︸
=0.595

> 0.47 = |D|.

となり、仮説 m = m′ は採択される。仮説検定の立場からは、過去 30年程度で東京の
夏が暑くなったとは言えないようだ。
次に 1950 年代と 2000年代を比べる。2000年代のデータ X1, .., Xk をN(m, v) (m, v

ともに未知) に従う k = 7 個の標本、同様に 1950年代のデータ X ′
1, .., X

′
` をN(m′, v′)

(m′, v′ ともに未知) に従う ` = 10 個の標本とする。例 5.1.1 と同様に等分散の検定を
行えば、2000年代と 1950年代の分散に有意差がないことが分る。よって v = v′ と仮定
してよい。帰無仮説 m = m′ を危険率 0.05(α = 0.025) で検定する。例 3.1.6, 問 3.1.2

の計算結果から、

D = X − X ′ = 27.36 − 26.32 = 1.04,

S = 〈 X 〉 + 〈 X ′ 〉 = 4.64 + 4.82 = 9.46.

よって

x(0.025)

√
nS

k`(n − 2)
= 2.131

√
17 × 9.46

1050︸ ︷︷ ︸
=0.391

= 0.833 < 1.04 = |D|.

となり、仮説 m = m′ は棄却される。このように仮説検定の立場からも過去半世紀で
東京の夏は暑くなったと言える。

問 5.3.1 1980年代における東京の 8月の平均気温は、1950年代に比べて上昇したと言
えるか？例 5.3.1を参考に危険率 0.05 での検定結果を、手順を説明しつつ述べよ。

定理 5.3.2の証明：m = m′ = 0, v = 1 の場合: r = 1, 2, .. に対し Ir は r × r 単位行
列、Cr は全ての成分が 1/r の r × r 行列を表すとする。n × n 行列 Pα (α = 1, ..., 4)

を次のように定める：

P1 =

(
Ck O

O O

)
, P2 =

(
Ik − Ck O

O O

)
, P3 =

(
O O

O C`

)
, P4 =

(
O O

O I` − C`

)
.

182000年代は気温の変動が比較的少ない。例 5.1.1で、気温の変動がより大きい 1990 年代と比べて
も分散の有意差なしだったから、1980 年代と比べても分散の有意差がないことは想像がつく。
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今、z ∈ Rn を座標成分を x1, ..., xk, x
′
1, ..., x

′
` と書き、部分空間 Eα ⊂ Rn (α = 1, 2, 3, 4)

を次のように定める：

E = {z ∈ Rn ; x′
1, ..., x

′
` = 0}, E ′ = {z ∈ Rn ; x1, ..., xk = 0},

E1 = {z ∈ E ; x1 = ... = xk}, E2 = E ∩ E⊥
1 ,

E3 = {z ∈ E ′ ; x′
1 = ... = x′

`}, E4 = E ′ ∩ E⊥
3 .

このとき、

Rn = E ⊕ E ′ = E1 ⊕ E2 ⊕ E3 ⊕ E4 (直交直和)

x ∈ Eβ なら Pαx = δα βx, α, β = 1, ..., 4

また、E1, E3 は 1 次元、 E2, E4 の次元はそれぞれ k − 1, ` − 1. 以上と 補題 4.2.5 よ
り、X1, ..., Xk, X

′
1, ..., X

′
` を縦に並べたベクトル Z に対し

(1) PαZ (α = 1, 2, 3, 4) は独立,

(2) |P2Z|2 ≈ χ2
k−1, |P4Z|2 ≈ χ2

`−1.

更に er ∈ Rr は全ての成分が 1 の ベクトルとすると

P1Z = X

(
ek

0

)
, |P2Z|2 = 〈 X 〉, P3Z = X ′

(
0

e`

)
, |P4Z|2 = 〈 X ′ 〉.

これと、(1) より、

(3) X, X ′, 〈 X 〉, 〈 X ′ 〉 は独立、

(3’) 特に、 D = X − X ′, S = 〈 X 〉 + 〈 X ′ 〉 は独立。

命題 3.2.2 より X ≈ N(0, 1/k), X ′ ≈ N(0, 1/`). 補題 3.2.4と (3)より

(4) D ≈ N(0, n/k`), 従って
√

k`/nD ≈ N(0, 1).

また、(2),(3) より

(5) S ≈ χ2
n−2.

(3’),(4),(5) と t 分布の定義より√
k`(n − 2)

nS
D ≈ Tn−2.

となり、m = m′ = 0, v = 1 の場合が示された。
m, m′, v が一般の場合:

Yj = (Xj − m)/
√

v, Y ′
j = (X ′

j − m′)/
√

v

とおくと Y1, ..., Yk, Y
′
1 , ..., Y

′
` は X1, ..., Xk, X

′
1, ..., X

′
` に対する仮定を、m = m′ = 0,

v = 1 として満たす。また、

X − X ′ − δ =
√

v(Y − Y ′), 〈 X 〉 + 〈 X ′ 〉 = v(〈 Y 〉 + 〈 Y ′ 〉)

だから、 この定理の結論は Y1, ..., Yk, Y
′
1 , ..., Y

′
` に対する結論に帰着する。 2
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5.4 分散分析

n = n(1) + ... + n(k) 個の標本（=独立確率変数）

X1 1, X1 2, .... X1 n(1)

X2 1, X2 2, .... X2 n(2)

...
...

...

Xk 1, Xk 2, .... Xk n(k)

(5.6)

を考える。全体をまとめて X = (Xi α)i,α と書く。また、各 1 ≤ i ≤ k に対しXi =

(Xi α)
n(i)
α=1 を「第 i 行」と呼び、

Xi α ≈ N(mi, v) (5.7)

を仮定する。このとき、各行毎の標本平均

Xi =
1

n(i)

n(i)∑
α=1

Xi α i = 1, ..., k

を用い、平方和

S ′ =
k∑

i=1

n(i)∑
α=1

(Xi α − Xi)
2 (5.8)

を定義する。S ′ は、各行毎の平方和

n(i)∑
α=1

(Xi α − Xi)
2 i = 1, ..., k

を i について加えたものであり、m1, ...mk に無関係である。
これに対し、X 全体の標本平均

X =
1

n

k∑
i=1

n(i)∑
α=1

Xi α

を用い、平方和

S ′′ =
k∑

i=1

n(i)(Xi − X)2 (5.9)

を定義する。m1 = ... = mk = m なら S ′′ は m に無関係だが、一般には m1, ...mk のば
らつきが大きいほど、S ′′ の値も（確率的に）大きい。

定理 5.4.1 m1 = ... = mk = m ならば、

(a) S ′, S ′′ は独立、

(b) S ′/v ≈ χ2
k−1, S ′′/v ≈ χ2

n−k,

(c)
(n − k)S ′

(k − 1)S ′′ ≈ F k−1
n−k .
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証明：(5.6) に対応して、x ∈ Rn を x = (xi α) と二重添字 i = 1, ..k, α = 1, .., n(i) を用
い座標表示する。従って、x の Euclid ノルム |x| は

|x|2 =
k∑

i=1

n(i)∑
α=1

x2
i α

で与えられる。今、n × n 行列 P, P0 をそれぞれ

y = Px, 但し yi α = 1
n(i)

∑n(i)
β=1 xi β

y = P0x, 但し yi α = 1
n

∑k
j=1

∑n(j)
β=1 xj β

と定める。P は添字 i 毎に (xi α)
n(i)
α=1 を平均する線形写像（Y = PX とすると Yi α =

Xi）、P0 は全ての座標を平均する線形写像（Y = P0X とすると Yi αX ）を表す。従って

(1) S ′ = |(1 − P )X|2, S ′′ = |(P − P0)X|2.

一方、 Rn の部分線形空間を次のように定める：

E = {x ∈ Rn 全ての i, α, β に対し xi α = xi β},
E0 = {x ∈ Rn 全ての i, , j, α, β に対し xi α = xj β},
E1 = E ∩ E⊥

0 .

定義から、E = E1 ⊕ E0 (直交直和)、従って

(2) Rn = E⊥ ⊕ E = E⊥ ⊕ E1 ⊕ E0 (直交直和).

E, E0 の次元はそれぞれ k, 1. 従って

(3) E⊥, E1 の次元はそれぞれ n − k, k − 1.

また、P, P0 はそれぞれ E,E0 への直交射影。従って、

(4) 1 − P, P − P0 はそれぞれ E⊥, E1 への直交射影。

(1)–(4)と 補題 4.2.5 より (a), (b) を得る。

(c):
(n − k)S ′

(k − 1)S ′′ =
(S ′/v)/(k − 1)

(S ′′/v)/(n − k)
. 従って、(a),(b) 及び F 分布の定義（定義 5.1.2）

より結論を得る。 2

6 回帰分析

6.1 回帰分析とは？

全国規模の食品チェーン店などでは各店舗ごとの従業員数 x と売り上げ y は比例関係
にある。新規出店に際しては、どれだけの売り上げが見込まれるかに応じて従業員数
を決める為に、この比例定数を知る必要がある。また、気温が 1◦ C 上がる毎に、...万
本のビールが売れる、などと言う。ここでの本数は、気温 x とビールの出荷数 y の関
係を線形近似した際の直線の傾きを表す (例 6.1.3 参照)。
回帰分析に関する用語を説明する。一般に、変数 x, y の間に関数関係 y = f(x) が
あるとする。
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• 与えられた (xj, yj) ∈ R2 (j = 1, .., n) から f の形を推定することを回帰分析とい
う。この際、変数 x を説明変数、y を応答変数、あるいは被説明変数と呼ぶ。

• 回帰分析で、f が実一変数関数の場合を単回帰分析、f が実多変数数関数の場合
を重回帰分析と呼ぶ。

• 単回帰分析のうち、f(x) = a + bx と限定し a, b を推定するものを線形回帰分析
と呼ぶ。a, b を回帰係数と呼ぶ。

線形回帰分析はよく用いられ、「回帰分析」というと暗黙のうちに線形回帰分析を指す
ことが多い。以下でも線形回帰分析のみ扱う。

xj, yj ∈ R (j = 1, .., n) に対し以下の記号を導入する：

x =
1

n

n∑
j=1

xj, |x|2 =
n∑

j=1

x2
j , 〈 x 〉 =

n∑
j=1

(xj − x)2.

y, |y|2, 〈 y 〉 も同様に定め、

〈 x, y 〉 =
n∑

j=1

(xj − x)(yj − y),

とする。このとき、

〈 x, y 〉 =
n∑

j=1

xjyj − nx y 特に 〈 x 〉 = 〈 x, x 〉 =
n∑

j=1

x2
j − nx2

となることが容易に判る (命題 3.1.3 参照)。以後、

〈 x 〉 6= 0 は常に仮定する。

その上で、未知の係数 (a, b) に対し、推定量 (â, b̂) を次のように定める：

b̂ =
〈 x, y 〉
〈 x 〉

, â = y − b̂x (6.1)

なお、上の b̂ に具体的な数値を代入する際には、分母分子を n 倍した式：

b̂ =
n

∑n
j=1 xjyj −

(∑n
j=1 xj

)(∑n
j=1 yj

)
n

∑n
j=1 x2

j −
(∑n

j=1 xj

)2

が便利である。

命題 6.1.1 (最小 2乗法) 記号は上記の通りとする。

R2 3 (a, b) 7→ Q(a, b) =
n∑

j=1

(yj − (axj + b))2

は (a, b) = (â, b̂) のとき、最小値 〈 y 〉 − 〈 x,y 〉2
〈 x 〉 をとる。
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注：命題 6.1.1は、直線 y = a + bx とデータ (xj, yj) (j = 1, .., n) の配置が最も近くな
るような、(a, b) の選び方が (6.1) で与えられることを意味する。y = â + b̂x を標本回
帰直線、ŷj = â + b̂xj (j = 1, .., n) を回帰値、yj − ŷj (j = 1, .., n) を残差と呼ぶ。命題
6.1.1より

Q(â, b̂) =
n∑

j=1

(yj − ŷj)
2 = 〈 y 〉 − 〈 x, y 〉2

〈 x 〉
. (6.2)

これを残差平方和と呼ぶ。

命題 6.1.1の証明：計算より

Q(a, b) = n(y − a − bx)2 + 〈 x 〉
(

b − 〈 x, y 〉
〈 x 〉

)2

+ 〈 y 〉 − 〈 x, y 〉2

〈 x 〉
.

2

例 6.1.2 あるコーヒーショップのチェーン店で、店舗毎 (j = 1, .., 10 号店) の従業員数
（x 人）と売り上げ（y 百万円）は次の表の通りとし、x を説明変数, y を応答変数とす
る標本回帰直線と残差平方和を求める。

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 計
x 2 2 4 4 6 6 8 8 10 10 60

y 3 3 5 6 7 7 8 9 10 10 70

上の表から、 10x = 60, 10y = 70. 更に x2, y2, xy の表を作ると、

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 計
x2 4 4 16 16 36 36 64 64 100 100 440

y2 9 9 25 36 49 49 64 81 100 100 522

xy 6 6 20 24 42 42 64 72 100 100 476

よって、

n
n∑

j=1

x2
j −

(
n∑

j=1

xj

)2

= 10 × 440 − 602 = 1000,

n
n∑

j=1

y2
j −

(
n∑

j=1

yj

)2

= 10 × 522 − 702 = 320,

n
n∑

j=1

xjyj −

(
n∑

j=1

xj

) (
n∑

j=1

yj

)
= 10 × 476 − 60 × 70 = 560.

(6.1) に代入して、

b̂ =
560

1000
= 0.56, â =

70

10
− 0.56 × 60

10
= 3.64.

よって標本回帰直線は y = 3.64 + 0.56x. また、残差平方和は (6.2) に代入して、

〈 y 〉 − 〈 x, y 〉2

〈 x 〉
= 32 − 562

100
= 6.4.
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例 6.1.3 気温とビールの消費量の関係を調べるため、2005 年度の東京の平均気温（x◦

C ）と、ビール類の出荷数（y 百万リットル）を月別に表にした19。但し、12 月のデー
タ（x = 6.4,y = 652）は、気温とは無関係な要因（忘年会等の宴会が多い）を反映す
ると思われるので除外した。従って標本数 n = 11 である。

月 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 計
x 6.1 6.2 9.0 15.1 17.7 23.2 25.6 28.1 24.7 19.2 13.3 188.2

y 273 376 483 592 491 674 637 618 544 506 494 5688

x を説明変数, y を応答変数とする標本回帰直線を求める。
上の表から、 11x = 188.2, 11y = 5688. 更に x2, xy の表を作ると、

月 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 計
x2 37.21 38.44 81.00 288.0 313.3 538.2 655.4 789.6 610.1 368.9 176.9 3897
xy 1665 2331 4347 8939 8691 15640 16310 17370 13440 9715 6570 105000

よって、

n

n∑
j=1

xjyj −

(
n∑

j=1

xj

) (
n∑

j=1

yj

)
= 11 × 105000 − 188.2 × 5688 = 86000,

n

n∑
j=1

x2
j −

(
n∑

j=1

xj

)2

= 7450.

(6.1) に代入して、

b̂ =
86000

7450
= 11.54... = 11.5, â =

5688

11
− 11.54 × 188.2

11
= 320.

よって標本回帰直線は y = 320 + 11.5x. これは気温 1◦ C の上昇毎にビール類 1,150

万リットル、大瓶（0.633 リットル に）に換算して約 1,800 万本消費が伸びる計算に
なる。

6.2 回帰係数の推定

線形回帰分析とは標本 (xj, Yj) (j = 1, .., n)から未知の直線 f(x) = a + bx を推定する
ことだった20。この際、Yj と a + bxj (j = 1, .., n) の誤差を N(0, v) に従う iid と仮定
して、回帰係数 a, b を推定する方法を述べる。従って、設定は次の通り：x1, ..., xn は
与えられた定数で 〈 x 〉 6= 0 とする。a, b は未知定数、

Yj = a + bxj + Zj, j = 1, .., n (6.3)

但し Z1, ..., Zn は N(0, v) に従う iid とする。更に、最小 2乗法の考えを流用し、(a, b)

に対し次の推定量 (â, b̂)を考える：

b̂ =
〈 x, Y 〉
〈 x 〉

, â = Y − b̂x. (6.4)

19資料の出典は、気象庁の電子閲覧室（http://www.data.kishou.go.jp/index.htm）、及びキリンビー
ルのサイト内にある「酒類市場データ」（http://www.kirin.co.jp/company/irinfo/market/index.html）
また、「ビール類」とは従来のビールに加え、発泡酒、新ジャンル酒（いわゆる「第３のビール」）を含
めたものを指す。

20後の都合上、敢えて xj は小文字、Yj は大文字にする。
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また、上の推定量に基づく回帰値を

Ŷj = â + b̂xj, j = 1, .., n. (6.5)

とする。更に x ∈ Rn は x1, ..., xn を成分とするベクトル、Y , Ŷ も同様とする。

定理 6.2.1 記号は (6.3)–(6.5) の通りとするとき、

(a) â,̂b はともに正規分布に従い、

E[â] = a, var[â] =

(
1

n
+

x2

〈 x 〉

)
v =

v|x|2

n〈 x 〉
,

E [̂b] = b, var[̂b] = v/〈 x 〉.

また、â,̂b はともに Y − Ŷ と独立である。

(b) |Y − Ŷ |2/v ≈ χ2
n−2.

(c) (â − a)

√
n(n − 2)〈 x 〉
|x|2|Y − Ŷ |2

≈ Tn−2, (̂b − b)

√
(n − 2)〈 x 〉
|Y − Ŷ |2

≈ Tn−2.

記号は 定理 6.2.1 の通り、a, b, v は未知とする。x1, ..., xn, Y1, ..., Yn の値から a, b を推
定する方法を述べよう。µ を Tn−2 分布、また α ∈ (0, 1/2) に対し

µ([x(α),∞)) = α 従って µ([−x(α), x(α)]) = 1 − 2α

とする（このような x(α) は t 分布表で探す）。今、α < 1/2, I = [−x(α), x(α)] とす
る。定理 6.2.1 から

P

(â − a)

√
n(n − 2)〈 x 〉
|x|2|Y − Ŷ |2

∈ I︸ ︷︷ ︸
(∗)

 = µ(I) = 1 − 2α.

更に、条件 (∗) を a について解いた形に書き直し、

P (a ∈ Ja) = 1 − 2α,

但し、

Ja =

â − x(α)

√
|x|2|Y − Ŷ |2
n(n − 2)〈 x 〉

, â + x(α)

√
|x|2|Y − Ŷ |2
n(n − 2)〈 x 〉

 . (6.6)

つまり、区間 (6.6) が a の推定に関する 100 × (1 − 2α) % 信頼区間である。同様に b

の推定に関する 100 × (1 − 2α) % 信頼区間は

Jb =

b̂ − x(α)

√
|Y − Ŷ |2

(n − 2)〈 x 〉
, b̂ + x(α)

√
|Y − Ŷ |2

(n − 2)〈 x 〉

 . (6.7)

となる。
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例 6.2.2 例 6.1.2 の a, b に対し 90 % 信頼区間を求める。例 6.1.2 より n = 10, |x|2 =

440, 〈 x 〉 = 100, â = 3.64, b̂ = 0.56, |Y − Ŷ |2 = 6.4. よって√
|x|2|Y − Ŷ |2
n(n − 2)〈 x 〉

= 0.5932..,

√
|Y − Ŷ |2

(n − 2)〈 x 〉
= 0.028284...

また、T8 の分布表より x(0.05) = 2.31.これらを (6.6), (6.7) に代入して、a, b に対する
90 % 信頼区間

Ja = [2.27, 5.01], Jb = [0.35, 0.77]

を得る。

定理 6.2.1 の証明：n × n 行列 Pα (α = 1, 2, 3) を次のように定める：

(P1)i j ≡ 1/n, (P2)i j =
(xi − x)(xj − x)

〈 x 〉
, P3 = I − P1 − P2,

但し、I は単位行列を表す。また、部分空間Eα (α = 1, 2, 3) を次のように定める：

E1 = {z ∈ Rn ; z1 = z2 = ... = zn},
E2 = {z ∈ Rn ; ∃c ∈ R,∀j = 1, ..., n, zj = c(xj − x)},
E3 = (E1 ⊕ E2)

⊥.

このとき、

Rn = E1 ⊕ E2 ⊕ E3 (直交直和)

x ∈ Eβ なら Pαx = δα βx, α, β = 1, ..., 3

また、E1, E2 は 1 次元、 E3 は n − 2 次元である。以上と 補題 4.2.5 より、Z1, ..., Zn

を縦に並べたベクトル Z に対し

(1) PαZ (α = 1, 2, 3) は独立,

(2) |P3Z|2/v ≈ χ2
n−2.

次に â, b̂, Ŷ の定義式を {Zj} の線形結合として書き直して以下を得る：

(3) â = a +
n∑

j=1

(
1

n
+ x

xj − x

〈 x 〉

)
Zj, b̂ = b +

n∑
j=1

xj − x

〈 x 〉
Zj,

(4) Ŷi = a + bxi +
n∑

j=1

(
1

n
+ x

(xi − x)(xj − x)

〈 x 〉

)
Zj.

次に (3),(4) を用い以下を示す：

(5) â は P1Z, P2Z のみの関数として書き表せる。

(6) b̂ は P2Z のみの関数として書き表せる。

(7) Y − Ŷ = P3Z.
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(7),(6),(5) の順に示す。
(7):(4) より Ŷ = P1Z + P2Z. 従って、Y − Ŷ = P3Z.

(6):〈 x 〉 6= 0 より x1, .., xn は同一でない。そこで、例えば x1 6= x とする。このとき、

b̂
(3)
= b +

n∑
j=1

xj − x

〈 x 〉
Zj = b +

1

x1 − x

n∑
j=1

(x1 − x)(xj − x)

〈 x 〉
Zj

上式右辺の
∑n

j=1 は (P2Z) の第一座標 (P2Z)1である。従って、b̂ は P2Z の関数とし
て表せる。
(5): (6) より â = y + Z︸︷︷︸

=(P1Z)1

−b̂x は P1Z, P2Z の関数として表せる。

以上を用い、(a)–(c) を示す。
(a): âは正規分布に従う iid Z1, .., Zn の線形和だから正規分布に従う（補題 3.2.4）。(3)

と EZj = 0 より Eâ = a が判る。更に命題 1.4.3, 系 2.1.6 より

var[â] = v
n∑

j=1

(
1

n
+ x

xj − x

〈 x 〉

)2

=

(
1

n
+

x2

〈 x 〉

)
v =

v|x|2

n〈 x 〉
.

また、(1),(5),(7) より â, Y − Ŷ は独立である。b̂ についても同様に示せる。
(b): (2),(7) による。
(c): (a)より

(â − a)

√
n〈 x 〉
v|x|2

≈ N(0, 1).

更に、(a), (b) および t 分布の定義より

(â − a)

√
n〈 x 〉
v|x|2

√
(n − 2)v

|Y − Ŷ |2
= (â − a)

√
n(n − 2)〈 x 〉
|x|2|Y − Ŷ |2

≈ Tn−2

これで (c) の一方が示せたが、他方も同様である。 2
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