
シミュレーション概論ノート第 ��講

�� ラプラス方程式

���� 全般的注意

今回はラプラス方程式を扱う。ラプラス方程式は電磁気学の静電場を記述する方程式として現
れたが、むしろその真骨頂は複素解析における重要な役割を強調すべきであろう。その解は調和
関数として知られて古くから膨大な研究がなされているだけでなく、２次元完全流体等、多くの
物理系でもお馴染みの方程式となっている。
ラプラス方程式は２次元以上でなくては無意味である。特に２次元の場合は調和解析と結び付
く特別な意味合いがあるのでここでの解析は２次元系に限定するものとしよう。方程式は
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である。領域は簡単のために � � � � ��� � � � �とする。�ここで境界条件は �	
��
��型の固定
境界のものを考える。周期境界が意味を持たないのはほぼ明らかであろう。具体的には
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としよう。境界条件の整合性のために����� � ������ ����� � ������ ����� � ������ ����� � �����

が必要である。
��� の差分解を求めるよう。正方格子を考えて �� �方向に �格子を考える。刻みを 	 として

�	 � �としよう。また �� � 
	� �� � �	として微分解 ����� ���に対応する差分解を ����と表す。
中心差分を行なえば

����� � ������ � ������ � ������ � ������ ���

となることは直ちにわかる。上式はある格子点での値は最近接する格子点での平均値で置き換え
られており、近接格子点の中に最大値、最小値があるという最大値の原理をラプラス方程式が満
たしていることの反映である。また境界条件は

���� � ������ ���� � ����� �
 � �� �� � � � � �� ���

���� � ������ ���� � ����� �� � �� �� � � � � �� ���

となる。
さて ���は端から順番に計算できる形になっていないので直ちにプログラムを書くことは難し
い。ここで � � �のときに具体的に ���を連立一次方程式に書き直すと次の様になることが容易
に確認できる。 �
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�一般に複雑な形状を持つ境界条件下では差分法は有効ではない。その場合は有限要素法などを用いるか、等角写像
などを用いて簡単な座標系で計算したものを元の座標に移すという方法が取られる。
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と書ける。但し 
��はそれぞれ３×３の小行列であり
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で与えられ、��� ��は
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となる。ここで �は転置を表す。
上の結果を一般の�に拡張することは容易である。���は
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で与えられ、��� ��は
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となる。
����の左辺の行列では、小行列が３重の尾日で対角に並んでいた。このような行列はブロック
３重対角行列と呼ばれ、殆んどの要素が０である。このような問題を効率よく解く方法は必ずしも
今までのような ��分解や掃き出し法などに頼ったものとは異なりある種の反復緩和法である場合
がある。ここではそうした考え方に基づいたアルゴリズムとして ��� ��������	 � ! �

�
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%���!&�を紹介する。これは '"���(��	&�
 %���!&の一般化になっている。
こうした反復緩和法は ���に着目して、それが正しく等式が成立するように緩和するまで反復
を繰り返すのである。従って �回目の反復で得られた ����を �
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として左辺の絶対値が小さくなると収束するというアルゴリズムである。�は加速パラメータと
呼ばれ、この場合� � ���� であることが知られている。なお� � � としたものが '"���(��	&�


%���!&である。
アルゴリズムは以下の通りである。

� システムサイズの設定 ) � �初期設定����	を適当に与える。

�を与える。

� 全ての 
� �に対して ���� � �とする（但し &�*"�
�でそうなっている）。

� 境界条件：全ての 
� �に対して
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を繰り返す。

を繰り返す。

	* ����� � ���� ���$ +!�! $�#� ���,

を繰り返す

� ����の値を答える。

といったものになろう。例題として

� � ������ � � ��� ���� � �
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という境界条件を与えてラプラス方程式を解いてみる。� � �とした場合、収束に ���回かかっ
て、� � ����の場合は収束に ��回かかる。但し正しい収束回数及び収束結果を得るためには倍
精度の計算が必要である。サンプルプログラムでは収束回数を書きだしていないが書き出すよう
に工夫してみよう。
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となる。
既に述べた通り、最大値、最小値は必ず境界に現れる。従って発散の可能性はなく、拡散方程
式や波動方程式のように数値不安定性を気にする必要はない。図として数値解を与えておく。
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図 �) ラプラス方程式の解
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