
シミュレーション概論ノート 第 �講

�� 連立一次方程式

���� 全般的注意

連立一次方程式は構造は単純であり、原理的な解法を知っている。し
かしながら手計算で実行できるものはたかが知れている。一方、連立一次
方程式の用途は非常に広く、本講義の中でも曲線の補間や偏微分方程式
の解法その他で用いる予定である。そうでなくても量子力学が基本的に
行列形式で表されることなどから実用上の重要性はすぐわかるであろう。
連立一次方程式は次の様に書ける。

�� � � ���

ここでは行列 �は正則、即ち ������ �� � である場合のみを考える。���
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となる。�は正則なので線形代数などでは行列 �の逆行列を用いて

� � ���� ���

とすれば方程式は解ける。勿論、この考え方に則した数値スキームが存在
するが、実はこの方法は全くもって効率が悪いので実用的ではない。�が
�� �の行列であると充分大きな �に対しておよそ ��程度時間がかかる
ことが知られている。一方、ここで紹介するガウスの消去法及び 	
分解
法はおよそ ��	�程度の計算で済み、特に行列の成分に �が多い場合、例
えば近接の格子とのみ相互作用をする場合には３重対角行列になる、従っ
てその場合は 	
分解法が非常に有効であることが知られている（３重
対角であれば 
���の計算でよい）。�

�伊理・藤野の「数値計算の常識」によると、数値計算的な立場からは逆行列 �
��は

追放されるべきである。それに代わって ��分解を活躍させるべしとある。
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従ってまず一般的手法として必ず解が求まるガウスの消去法を紹介し、
更にその応用ともいうべき 	
分解法を次に紹介する。尚、来週には全く
違った考え方に基づき連立方程式を解く 
��（��������� ��������������

������ 逐次緩和法）を紹介する予定である。

���� ガウスの消去法

最初にガウスの消去法と呼ばれる解法を説明する。この方法は一般の
連立方程式に適用可能な汎用性のある方法である。まず連立方程式 ���を
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と書いてみよう。この方程式系に前進消去の手続きを施す。最初に ��を
用いて �� � ��の変数 ��を消去してみる。
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２番目以降の式は元の式と異なるのでダッシュを付けて区別をした。次
に ���式を用いて各行 �� � � � ��に "��� � "�� �����	���� � ���という操
作を施せば更に３行目以下は ��も消去された方程式系になる。この操作
を繰り返すことで最終的に
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という３角行列による連立一次方程式に帰着できる。
�#�は行列が左下三角の行列が �であることから第 �成分から順に

�� �
�

���

��� �� �
�

���

�
��� �

��
�����

�����

�
� �$�

��



によって解くことができる。この部分を後退代入という。
ここで注意しておくことがある。既に ���の操作で明らかな様に �回

目の試行の際に ��� � �であるとそれ以上計算が出来なくなってしまう。
また ���が厳密に �でなくても非常に小さな数の場合は桁落ちを起こす危
険性がある。そこで通常は上で説明した計算をそのまま実行するのでは
なく "回目の操作で最も大きな ���を先頭に置くようにしておけばいいこ
とになる。従って必要なことは前進消去の部分で絶対値が最大のものが
常に先頭に来るようにすればいいことになる。こうした手法を部分ピボッ
ト（要の意味）選択と呼ぶ。即ち

�
�����������������

��� ��� � � � � � � ���
� ��� � � � � � � ���
��� �

� � � � � � � � �
��� � ��� � � � ���
���

��� � � � � � � � � �
��� � ��� � � � ���
���

���
���

� � �
���

� � � � ��� � � � ���

�
�����������������

�
������������������

��
��
���

��

���

��

���

��

�
������������������

�

�
������������������

��
��
���

��
���

��
���

��

�
������������������

�%�

といった具合に第 "行と第 �行を入れ換えればいい。従って計算過程では
最初 "行にあったものが 
����行に移ったという情報を残しておく必要が
ある。行列要素 ���に対応して２次元配列 ��
� ��を設けるならば ��
� �� 	

��
��
�� ��という置き換えをしつつ計算をすればいい。
以上をアルゴリズムとしてまとめておくと

�� 問題設定

�� �  � �� �� � � � � �� �の順に
�&�� 部分ピボット選択

���
のうち最大のものが 
���
であったら �行目と �行目を交換
�&�� 
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という具合になろう。
例えばプログラムは以下の様になる。
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という具合になる。サブルーティンを使ったがかえって変数の授受が
面倒かもしれない。しかしながら次の節などで繰り返し使う分はサブルー
ティンのユニットに分割しておくとパッチをはめ込むだけでプログラム
を組める便利さがある。答えはこの場合 �� � 
となる。
因みに +のプログラムは以下の通りになる。
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問１ ��,������� ������を適当に変更することで次の連立方程式を解け。
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この場合の答えは ��� �� �� � ��� �� ��である。
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���� ��分解法

ガウスの消去法は右上３角行列を作ることで解くことができた。その
性質を積極的に利用したのが 	
分解法である。

	
分解法というのは行列�が与えられた時に左下三角行列 �と右上
三角行列 � の積として

� � �� ����

と書くことを意味している。ここで �は対角に �が並び、対角の右上の
各成分は �である行列で、�は対角及び右上にのみ値を持つ行列である。
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����を解くためにはまず
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の解 �を求めて、次にこの解 �を右辺に持つ方程式

�� � � ����

を解いて �を求めてやればいい。�-�はそれぞれ三角行列だから解を求
める操作は極めて簡単である。
まず ����は ����より、�の対角成分が �であり、右上三角の行列が

�であることから
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によって逐次的に解くことができる。この部分を前進代入という。次に
����は �#�と同様に第 �成分から順に
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によって解くことができる。
従って ��分解をいかに実行するかという問題に帰着する。ところが

容易に分かる通り ��の積は実行できて �の成分との間には 
 � �に対し
ては
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及び 
 � � ! �に対して
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という関係がある。従って ���については ��$�から ���から逐次的に求め
ることは容易であり、���も ��� �� �の場合は ������から順に求めることは
簡単である。
これらのことを勘案して作ったプログラムは以下の通りである。

��������� ��	
��


���� ���	��	
����	
����	


������� ����	


�
��

���� ��������	������


	� �
���

����

�

��		�

	� �
�� �

�
�

���� �������	�������������������


���� 	�������	���������


��		�

���� �������	�����������


����� �������
 ����
��
���


���� �����������

� ����!�"#!



��	

##



���������������������������������������������������

� �$���$���� 	�������	���������


���������������������������������������������������

�$���$���� 	�������	���������


���� ���	��
� ���


���� ���


������� ����


������
��

�#� ������
��


	� �
�(���

������
��

������
��
)������
��


	� &
�(���

��&

������
�&
�������
��
)������
�&


��		�

	� &
�(���

������
�&

��&


��		�

��		�

��	

���������������������������������������������������

� �$���$���� �������	�����������


���������������������������������������������������

�$���$���� �������	�����������


���� ���	��
����
����


������� ����


����): �

#$



� ������	 �$����$����

	� �
���

�
������



	� &
�����

�
��������
�&
)	������&



��		�

���

�

��		�

� �������	 �$�����$����

	� �
������

�
	�������



	� &
�(���

�
��������
�&
)	������&



��		�

���

�)������
��


��		�

��	

ここで ��,������� )����- ������は共通である。,��"�����も使えないこ
とはなかったがここではアルゴリズムを大幅に変更したので省略した。
また +によるプログラムは
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