
シミュレーション概論ノート第 �講 �早川尚男�

� 常微分方程式のシンプレクティック解法

��� 全般的注意

前項で紹介した �����法や �����	
����法は標準的な数値解法であるが欠点もある。特にエ
ネルギーの保存等の拘束条件が課されている場合には見掛けの励起、減衰が起こる。ここでは吉
田春夫「力学」岩波現代の物理１第２刷�等に習って最近の保存力学系の標準解法となっている
����������数値解法を紹介してみよう。�

例としてハミルトニアン
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で記述される調和振動子を考える �� ��運動量、座標�。運動方程式
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である。ここで �は時間であるが同時に位相空間での回転角を表している。
�����法は ��式の ���の近似であるから
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となっている。��式を �� ��� ��� ���の写像と考えると各ステップ毎にエネルギーは
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となり、単調増加を起こす。
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となるのでエネルギーの単調減少
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をもたらす。

� 他に ������� �	
��	
��	� ��
���� �� ��	����	� ����	���� ��� ���
��� ���������� ������� ������ 山本義隆、
中村孔一、解析力学１ �朝倉 �����等が参考になる。特に後者は緻密ですっきりとした論理体系をなしているので参考
になるであろう。
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��� シンプレクティック数値解法

証明は省略するが正準変数の正しい変換である正準変換はシンプレクティック性を持つ事が知
られている。ここでは２自由度に限定して話をする。一般の場合の証明は既に挙げた書籍を通し
て学習されたい。一般に正準方程式は

�� �
��

��
� �� � �

��

��
#�

で表される。ここで変数をまとめて
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である。&�式は次の様に書き換える事も可能である。
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さてシンプレクティック性を持つとはある行列
が
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を充たす事を言う。但し �
は
 の転置行列である。２次元の場合 ���は

��	
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と等価であることは容易に確かめられる。解析力学のどの教科書を見ても正準変換の変換行列式
��� ����� ��が１であることは証明されているのでシンプレクティック変換と正準変換は等価で
あろうことは想像がつく。果して一般の場合に正準変換とシンプレクティック変換は必要十分で
あることは証明できる。
ポテンシャル場における質点の運動を記述するハミルトニアン
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を考えよう。ここで第１項は運動エネルギー、第２項は位置のみに依るポテンシャルである。こ
の場合の陽的なシンプレクティック法が可能であり、そのエッセンスは� � � ��と� � � ��と
いう２つのハミルトニアンの合成系として考える事が出来ることにある。
� � � ��の厳密解は
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で与えられ、それぞれが相空間上の直線に対応している。これらは正準変換なのでシンプレクティッ
ク性を持ち、その合成もその性質を保持している。実際、これらの式から定義される変換行列式
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は、やはりシンプレクティック性を保つので１次のシンプレクティック解法になっている。
こういう陽的なシンプレクティック解法は '��代数的な定式化によって系統的に求める事が可
能である。(�������方程式を � � �� ��として
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と表す事が可能である。ここで �����は )������括弧である。今線形微分作用素 ��を
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で定義すると �#�の形式解は
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と書ける。特に ���のように変数が分離しているハミルトニアンでは �� � �� � �� が成立し
ており、形式解は
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となる。ここで作用素�� -�� は一般には可換ではない。このとき演算子をそれぞれの指数の積で
近似できたら便利である。というのは個々が
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という式を見れば分かる通りにシンプレクティック性を持つ/ 従ってその積もシンプレクレティッ
ク演算子になるからである。こうした考えに基づくと

�*�+��� � �� �, � ���� ���� ����� ���

となることがすぐ分かるし、次の近似では
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となることが分かる。
３次は飛ばして４次のシンプレクティック分解を考えてみよう。ここで �*�+���,を �*�+�,-�*�+�,

等の積で近似することが目的になる。但し以下では � � ��� - � � ��� としよう。そのために
���の自分自身との可換性を利用し、恒等式

�*�+���, � �*�+�����, �*�+�� �������, �*�+�����, � �

を用いてみる。ここで 0�����展開によって
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と展開できる。� �の右辺をそれぞれ展開して整理すると３次の項は
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となることが容易に分かる。ここで係数が �であれば３次の寄与がなくなる。即ち
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が成り立つと都合が良い。このまま単純に代入しても２次までの精度が保証されないので２次ま
での結果 ���と合成することを考えてみる。つまり

��+���, � �*�+
�

�
�, �*�+�, �*�+
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として

�*�+���, � ��+�����,��+�� �������,��+�����, �������� ���

とすることで４次の公式が得られる。

��� シンプレクティック解法の利点
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図 �� 調和振動子の �����法 実線�と１次の陽的シンプレクティック法 データ�のエネルギー誤
差。ステップサイズは共に �/�/

シンプレクティック解法の数値的な利点は �����	
����法等の様にエネルギーの単調な変化を
もたらさないことにある。例えば１次のシンプレクティック法を ��に適用すると �"�式から容
易に �
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となる。この写像を繰り返す事でエネルギーは決して単調に変化しないで振動する。実はこの写
像 ���は厳密な保存量
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を持つ事は容易に確かめられる。この保存量のために数値解は �� ��面内の楕円上に拘束される。
一般の �次シンプレクティック解法では
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の形の保存量が存在することが分かっておりエネルギー誤差の単調な変化は起こり得ないので
ある。
さて実際にシンプレクティック法の利点を確かめてみよう。���式を順次求めるには、例えば
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とでもプログラムを組めばいい。意味はいちいち書かなくても自明である。また 1������&�の自
由形式、2では以下のように組めば良い。
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�����法の ��式は上のプログラムで 3�43�の項を落せばよい。その結果を比較したのが図１であ
る。理論から予想される様に �����法では単調に誤差が大きく成る一方で ����������法では誤差
は振動している。

問 � 同じ問題を �����	
����法と２次、或は４次のシンプレクティック法で解き、エネルギー
誤差を比較せよ。

� 多自由度系への拡張

シンプレクティック法は多自由度への拡張及びそれに伴うプログラミングも容易である。その
容易さの理由は１段階の陽的解法であるがためである/ 運動エネルギー � ��-ポテンシャルエネ
ルギー � ��に対して記号 �� � ����-�	 � ���� を導入したら

� � �� �� � � � � �の順に
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��の計算
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�	の計算

繰り返し

とするだけである。ここで �
-�
はシンプレクティック条件を充たす定数である。例えば �次であ
れば
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であり、４次であれば
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である。但し
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を充たす。また ���は �番目の粒子に対応する変数 �を表すこととしよう。通常の場合は力 ��� �

��	��である事に注意して !�粒子の非線形格子モデルのプログラムを組んでみよう。今ハミル
トニアンを
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としてみよう。但し考える領域は � � �� �� � � � � �であって周期境界条件を課しているものとする。
このときの正準方程式を充たす非線形力学系を初期条件を

��� � ���
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�
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の下で 	 � #���まで解いてみた結果が図２である。そのプログラムは以下の通りで比較的簡単な
構造をしている。
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図 �� 非線形格子系のシミュレーション結果。5��を表示。
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問２ 上のプログラムのエネルギー保存のチェックをせよ。またいろいろな格子力学系のシミュ
レーションをしてみよ。
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