
シミュレーション概論ノート第 �講

�� 偏微分方程式

���� 全般的注意

独立変数を２個以上含む関数の偏微分を含むような方程式系を偏微分方程式という。ところが
偏微分方程式を統一的に論じることは難しく、ある特定の型の方程式に対して個別に議論する場
合が多い。逆に言えばそれだけ偏微分方程式にはバリエーションとバラエティがあるということ
である。
本講義でもある程度対称を限定して話をする。ここでは対象とする偏微分方程式を専ら線形の
ものに限定し、更に放物型、双曲型、楕円型の代表例である拡散方程式、波動方程式、ラプラス
方程式を扱う。また簡単のため差分方程式に基づく解法のみを紹介する。

���� 拡散方程式の陽解法

拡散方程式は熱伝導や溶液上での溶質の拡散などに普遍的に現れる
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を初期条件 ���� �� � ����、境界条件 ���� �� � ���� �� � � ��� � � �で考えてみる。	�
 	�をそ
れぞれ空間、時間の差分間隔として �	� � �であるとする。�� � �	�
 �� � 		�として時間に
関して前進差分、空間に関して中心差分を考えてみよう。このとき ����� ���の差分近似をした解
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となることは直ちにわかる。或は上式は� � 	���	���を用いて
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と書き直すことができる。これは常微分方程式のオイラー法と同様に離散列 
�
� から 
���

� への
マップと考えられるので数値的に解く（漸化式から時間発展を求める）ことは容易である。
アルゴリズムは極めて単純である。解を求める時間の上限を として適当な自然数�に対して

	� � ��とすると、アルゴリズムは

� ����の設定。
	� � ���� 	� � ��� � � 	���	���

� 初期条件：� � �� �� � � � � �の順に
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を繰り返す。

境界条件からダミー変数 

�のうち両端は
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を常に満たす。

� 時間発展： 	 � �� �� � � � �� � �の順に

� 空間の格子点について � � �� �� � � � � � � �の順に
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を繰り返す。

� � � �� �� � � � � �の順に
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を繰り返す

を繰り返す。

ここで配列 
�


�は時間の �����を持たないことを注意して欲しい。時間発展の際に一旦ダ
ミーの配列 

�にデータを保管してから元に戻すという作業を繰り返すことでメモリを節約して
いる。一般に時間発展の回数は極めて大きく、時間に対して配列を切っていたらすぐメモリーが
足りなくなる。そのため上記の考え方は標準的となっている。
上記の陽解法に対するサンプルプログラムは以下の通り
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通常拡散方程式は �������級数を使って解くが、差分方程式もほぼ同様の解法を用いることが
できる。即ち
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となる。従って任意の �に対して

��� �� �����
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�
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がスキームの安定性の必要条件となる。従って

� � ��� ���

が必要である。
問１ ���� � ����� ��とおき次の場合の拡散方程式を解け。
��� 	� � ���
 	� � �����の場合の 	 � �� �� �� � � � � ��での差分解を図示せよ。
��� 	� � �����	� � �����の場合の差分解。	 � �� �� �� � � � � �での値を図示せよ。
�� 	� � �����	� � �����での差分解。 	 � �� ��� ��� � � � � ���での値を図示せよ。
ここで説明した方法は陽解法と呼ばれる。陽解法には時間発展に����� !�""# 法を用いたもの
も含まれる。
問２： 問１に対して ����� !�""#法のプログラムを書け。その場合の安定性の条件を求めて
みよ。

���� 拡散方程式の陰解法

陽解法はアルゴリズムは簡単で便利であるが、安定性の条件 ��� は実際の数値計算を行なう上
でかなり厳しい。実際空間の刻みを �$��にすると時間刻みは �$���になってしまって計算効率
が甚だしく悪い。勿論、時間発展に工夫をこらし ����� !�""#法などを採用すればその負担はか
なり軽減されるものではあるがそれほど画期的な改善は見込めない。むしろ安定性条件を必ず満
たすアルゴリズムの開発をすれば問題点の多くは解決できると期待される。
こうした考え方に基づいた解法が陰解法と呼ばれるものである。いろいろな陰解法があるが最
も簡単なものは ��の右辺の時刻 	を 	 � �におきかえれてみよう。整理すると
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となる。これは漸化式を解くためには連立一次方程式を解く必要があり、時刻 	から 	 � �への
マップがすぐ求まらないので一見複雑である。しかし既に連立１次方程式のプログラムは持って
いる上に、上式は対角に � � ��
その脇に��が並ぶ３重対角行列で表現できる簡単な連立方程式
である。従って計算効率は同じ	�に対して陽公式より数倍遅くなる程度ですむ。
一方で陰公式の安定性を調べると以下の様に無条件安定であることがわかる。このことは陽解
法の差分解 ���を逆に考えて解が
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となることは容易にわかる。ここで
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なので �� � �� ��������
�

���� � �である。従って�の値によらずに安定である。
アルゴリズムとしては陽解法の３番目の時間発展 

� � ��
��� �
��� � ��� ���
�を連立一

次方程式を解く様に変えればよい。このとき %�&�"操作は勿論不要であるし、３重対角に特化し
たプログラムを使えばそれだけ加速が可能である。
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図 �' 問１ ���の数値解。縦軸は拡散場の値、横軸は空間。
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図 �' 問１ ���の数値解
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図 ' 問１ ��の数値解
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一方 #のプログラムは以下の通り。
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問  今までと同じ問題を陰解法で	� � �����	� � ����� で解き、	 � �� �� �� � � � � ��の差分
解を図示せよ。また同様の計算を	�を固定して陽解法で行なってみよ。	�及び計算時間を比較
せよ。
拡散方程式は空間の１点の情報が次の瞬間には全領域に伝わる。この性質を考えると隣合うサ
イトにしか情報が伝わらない陽解法より全領域に情報の伝わる陰解法の方が元の性質を保持して
いることは想像できよう。このことが安定性の差となったのである。
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図 �' 問 の陰解法に基づく数値解。縦軸は拡散場の値、横軸は空間。
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